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  A ti Rosa Alpha, porque tu presencia está en cada momento de mi vida, por ser la fuente de mi talento y de todo mi amor.


  Al Colegio de Ciencias y Humanidades Plantel Sur que fue la institución que me dio la oportunidad de formarme y de ser un hombre abierto, crítico e independiente. Mi recuerdo permanente y todo mi cariño.


  A la Facultad de Ingeniería que me dotó de toda la preparación académica para que yo pudiera ser un individuo útil a la sociedad como profesionista. Mi total reconocimiento y mi gran orgullo.


  A la Preparatoria No. 8 que ha sido el lugar de donde han surgido las personas más relevantes que me han acompañado en mi vida durante los últimos 18 años. En ella conocí a gente maravillosa que ha contribuido a depurarme como persona y como docente. Todo mi amor y mi absoluta gratitud.


  A la Universidad Nacional Autónoma de México, que me dio la oportunidad de estudiar el Bachillerato, la Carrera de Ingeniero Mecánico Electricista, la Maestría en Ingeniería Eléctrica, el Doctorado en Ingeniería y la posibilidad de laborar en ella. Me siento profundamente agradecido y afortunado por laborar en la máxima casa de estudios de nuestro país.


  Esta obra intenta regresar en una mínima parte todo lo que la UNAM me ha brindado, Agradezco a todas las personas que contribuyeron desinteresadamente con cariño, trabajo y esfuerzo para su publicación.


  PRESENTACIÓN


  La Escuela Nacional Preparatoria ha trabajado durante 145 años en la formación de jóvenes llenos de ideales y metas por cumplir, con deseos de superación y comprometidos con su país, a quienes tenemos que guiar y conducir hacia el logro de sus éxitos académicos, factores que reforzarán su seguridad personal.


  Las herramientas que adquieran los estudiantes durante esta etapa escolar serán fundamentales, la columna vertebral que sostenga sus estudios profesionales, con lo que el desarrollo de habilidades y actitudes se verá reflejado en su futuro próximo.


  Es nuestra responsabilidad dotar a los alumnos de los materiales didácticos que los ayuden a enfrentar los retos que implica el proceso de aprendizaje, para que continúen con sus estudios de manera organizada, armónica y persistente.


  Por eso, los profesores que forman parte de esta dependencia universitaria trabajan colegiadamente; ponen toda su energía para desarrollar materiales e innovar en lo que concierne a las técnicas de estudio para los alumnos, a fin de que cuenten con elementos de apoyo que les permitan adquirir mejores conocimientos y los conduzcan a concluir de la mejor manera sus estudios en la preparatoria.


  El presente libro es un elemento didáctico que facilita la enseñanza y el aprendizaje. Se puede utilizar de forma autodidacta o con la ayuda de los muchos profesores que a diario brindan asesorías en cada uno de los planteles de la Escuela Nacional Preparatoria.


  Continuaremos en la búsqueda de más y mejores elementos didácticos presenciales y en línea, con el objetivo de apoyar a nuestros alumnos en los procesos de aprendizaje para que aprueben y egresen del bachillerato.


  Sólo me resta desearles éxito en su camino personal y profesional.


  Juntos por la Escuela Nacional Preparatoria.


  
    Mtra. Silvia E. Jurado Cuéllar

    Directora General
  


  PRÓLOGO


  El presente libro está dirigido a los estudiantes que cursan el primer año de bachillerato, nivel en donde se reafirmarán conceptos adquiridos en cursos previos dentro de su formación académica y en donde aprenderán nuevos conocimientos que le serán de mucha utilidad en las materias sucesivas dentro de la educación media superior.


  Matemáticas IV, una visión simple y distinta del Álgebra abarca y desglosa el programa íntegro de la asignatura Matemáticas IV de la Escuela Nacional Preparatoria de la UNAM. En este texto se exponen, de manera sistemática y progresiva, los conceptos básicos del Álgebra elemental, pero no de la forma estéril y mecánica como suele ocurrir, sino, por el contrario, utiliza un lenguaje claro y muy simple.


  Esta obra pretende simplificar las dificultades que se presentan en la transición Aritmética-Álgebra, y así evitar que se pierda el gusto por la matemática en general. Además, muestra que la supuesta dificultad en la resolución de ejercicios no es más que una cuestión de enfoque. Su trascendencia radica en que los contenidos expuestos son la base sobre la que se apoyará el desarrollo de capacidades tan importantes como la de abstracción, la de razonamiento en todas sus vertientes, la de resolución de problemas de cualquier tipo y la de analizar la realidad.


  El objetivo central de este trabajo es ofrecer nuevas herramientas matemáticas, necesarias para el aprendizaje de un conjunto muy amplio de conceptos que tienen en común un determinado modo de representar la realidad. Se considera de forma permanente que el estudiante se enfrenta por primera vez con un cierto rigor a la fundamentación teórica de las Matemáticas, por tanto, se expone de forma equilibrada y gradual.


  El lector encontrará en este libro novedosas formas de adquirir conceptos, por lo que constituye una herramienta didáctica muy útil para ambos extremos del proceso de enseñanza: por su estructura, sirve de valiosa guía al profesor y representa un recurso de aprendizaje autodidacta para el alumno.


  Con esta obra se concluye la serie de cuatro textos que configuran esta colección del autor y cuya finalidad es eliminar la idea errónea de que las Matemáticas son muy complicadas de aprender. Este intento se fundamenta en tres aspectos esenciales:


  
    	Claridad en la exposición de los contenidos. Se maneja un lenguaje cuya abstracción es la mínima necesaria, dentro del rigor que exigen los textos de esta disciplina, para que todo lector pueda comprenderlo sin grandes esfuerzos, ni grandes antecedentes. Las definiciones utilizan un lenguaje común y se enfatizan los conceptos a fin de que resulte más sencilla su comprensión.


    	La forma en que se construyen los conceptos. Se emplea un enfoque constructivista, esto es, se toma como base un conocimiento previo para la exposición de uno nuevo.


    	Ejercicios prototipos. Después de la explicación de cada uno de los conceptos, aparece una gran cantidad de ejemplos resueltos, cuidadosamente seleccionados que ilustran lo expuesto.

  


  La escritura de esta obra ha sido un privilegio para el autor, quien agradece a la Escuela Nacional Preparatoria y a la Dirección General de Personal Académico de la UNAM todo el apoyo recibido para su publicación. Se desea que contribuya a fomentar el gusto por aprender Matemáticas entre los estudiantes y que incida en su formación integral, premisa fundamental del bachillerato universitario. Este libro es el resultado del proyecto institucional INFOCAB y representa un valioso ejemplo de la suma de voluntades para difundir la cultura y una muestra más de nuestra querida institución por su incesante búsqueda en la excelencia académica.


  INTRODUCCIÓN


  Este libro contiene los temas más relevantes del Álgebra elemental y desarrolla cada uno de los temas de forma que el lector pueda, prácticamente sin ningún antecedente, aprender los contenidos fundamentales que le permitan acceder a futuros cursos que tengan relación directa o indirecta con las Matemáticas.


  Dentro del plan de estudios, la relevancia que tiene la enseñanza del Álgebra en el bachillerato es notable ya que proporciona herramientas útiles para la formación de los profesionales de muchas disciplinas, no sólo en ramas científicas, sino para ciencias sociales e incluso en las artes. Esto se demuestra cuando se hace una revisión de los planes de estudio de múltiples carreras que imparte la Universidad, se aprecia que por lo menos, se contempla un curso de Matemáticas.


  En un esfuerzo por abatir la actitud prejuiciosa y de rechazo de los estudiantes para las Matemáticas, se elaboró este libro que intenta que el lector se percate de que el Álgebra tiene un gran poder para explicar muchas cosas que le rodean. Como lo establece su título, pretende eliminar la visión que la muestra como totalmente desligada de su significación y relación con la vida cotidiana e intelectual. A través de un lenguaje sencillo se puede apreciar la belleza y potencial de esta rama fundamental.


  Este texto no considera al Álgebra como un simple instrumento que ofrece un modo de efectuar operaciones. En una visión más profunda, se le reconoce su fortaleza de abstraer, interpretar y manejar la realidad a través de un lenguaje rico de herramientas. Esto es, se enfatiza la trascendencia del aprendizaje del Álgebra para generar habilidades en razonamiento lógico, capacidad de síntesis y abstracción. Esas habilidades las deben desarrollar todos los individuos independientemente de la especialidad de su formación. Por esa razón cualquier estudiante de bachillerato necesita aprender esta materia como parte de su formación de futuro profesionista.


  El Álgebra es más importante de lo que la mayoría de la gente piensa. Cotidianamente, se toman decisiones importantes con base en lo que dicen las variables. No puede permitirse el lujo de permanecer indiferentes ante las ideas matemáticas simplemente porque se odian desde las primeras enseñanzas. Es por todo lo anterior, que se invita al lector a que con gusto se atreva en adentrarse en su estudio. Con esta obra no hacen falta dotes ni cualidades especiales para aprenderla.


  La perspectiva del actual plan de estudios de la ENP, establece que los dos ejes sobre los que debe girar la formación actual de nuestros estudiantes son la lengua y la matemática. Esta última, como disciplina claramente acumulativa, necesita de un mínimo de conocimientos básicos que proporciona el Álgebra para la adquisición de conceptos más avanzados. Sin un dominio satisfactorio de lo básico es imposible llegar a apreciar su papel en nuestra cultura actual.


  El libro aborda un curso básico de Álgebra preuniversitaria y está escrito de forma coincidente con el programa de estudios vigente, de forma tal que el lector tenga una secuencia apegada a los contenidos que debe adquirir. Fundamentalmente, este trabajo, está destinado a preparar a los alumnos que tomarán de forma secuencial un curso de Geometría Analítica y posteriormente uno de Cálculo Diferencial e Integral. Para ello, su contenido está dividido en ocho unidades temáticas:


  
    	La unidad I es una introducción a la teoría de conjuntos, en donde se definen los conceptos fundamentales que posibilitan herramientas para las unidades subsecuentes.


    	En la unidad II se estudian los sistemas de numeración que se han desarrollado hasta nuestros días.


    	En la tercera unidad, se aborda el campo de los números reales, se construyen desde el conjunto de los números naturales y se muestra la necesidad de ir ampliando los conjuntos numéricos.


    	En la unidad IV, se revisan con mayor rigor las operaciones con monomios y polinomios que en cursos previos.


    	La quinta unidad realiza un estudio completo de los productos notables y se exponen los casos más importantes de factorización.


    	La unidad VI se divide en el estudio de fracciones, de radicales y se introduce el concepto de número complejo.


    	La séptima unidad detalla los métodos para resolver ecuaciones y desigualdades en una variable, tanto de primer grado como de segundo grado.


    	La unidad VIII enseña a resolver sistemas de ecuaciones y de inecuaciones y cómo resolver problemas de aplicación.

  


  Este libro considera que el aprendizaje se adquiere no como un proceso de asimilación del conocimiento, sino como uno de construcción de modelos mentales, esto significa que posee un enfoque eminentemente constructivista. Inicia de un nivel mínimo de antecedentes para asegurar la construcción de conocimiento a fin de posibilitar que los alumnos realicen aprendizajes significativos por sí solos. Además, mediante la modificación de sus esquemas de estudio, pueden establecer productivas relaciones entre los nuevos conceptos y los conocimientos ya existentes. El lector, al ver progresos se motiva y fomenta su interés por aprender más. Se espera que este trabajo contribuya a incrementar el gusto por el aprendizaje de las Matemáticas entre la comunidad estudiantil y que este placer se refleje en una mejora sustancial en el nivel académico de nuestra querida Escuela Nacional Preparatoria.


  CONJUNTOS

  UNIDAD I


  


  I.1 DEFINICIÓN DE CONJUNTO


  Un conjunto es un grupo de elementos u objetos especificados en tal forma que se puede afirmar con certeza si cualquier objeto dado pertenece o no a la agrupación. Para denotar a los conjuntos, se usan letras mayúsculas.


  Cuando un elemento [image: ]pertenece a un conjunto [image: ]se expresa de forma simbólica como: [image: ]. En caso de que un elemento [image: ]no pertenezca a este mismo conjunto se utiliza la notación: [image: ]


  Existen cuatro formas de enunciar a los conjuntos:


  
    1) Por extensión o enumeración: los elementos son encerrados entre llaves y separados por comas. Es decir, el conjunto se describe listando todos sus elementos entre llaves.
  


  
    2) Por comprensión: los elementos se determinan a través de una condición que se establece entre llaves. En este caso se emplea el símbolo | que significa “tal que”. En forma simbólica es:
  


  [image: ]


  que significa que el conjunto [image: ] es el conjunto de todos los elementos [image: ] tales que la condición [image: ]es verdadera, como [image: ], etc1.


  
    3) Diagramas de Venn: son regiones cerradas que sirven para visualizar el contenido de un conjunto o las relaciones entre conjuntos 2.
  


  
    4) Por descripción verbal: Es un enunciado que describe la característica que es común para los elementos.
  


  Ejemplo.


  Dada la descripción verbal “el conjunto de las letras vocales”, expresarlo por extensión, comprensión y por diagrama de Venn.


  Solución.


  Por extensión: [image: ]

  Por comprensión: [image: ]

  Por diagrama de Venn:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Expresar de las tres formas al conjunto de los planetas del sistema solar.


  Solución.


  Por extensión: [image: ]

  Por comprensión: [image: ]

  Por diagrama de Venn:


  [image: ]


  Si cada elemento de un conjunto [image: ]es también un elemento del conjunto [image: ], se dice que [image: ] es un subconjunto de [image: ]. La notación [image: ]significa que [image: ]está incluido en [image: ]y se lee: “[image: ] es subconjunto de[image: ]” o “[image: ] está contenido en [image: ]”.


  Si no todos los elementos de un conjunto [image: ]son elementos del conjunto [image: ], se dice que [image: ]no es subconjunto de [image: ]. En este caso la notación [image: ]significa que [image: ]no es un subconjunto de [image: ].


  Gráficamente, esto es:


  [image: ]


  En los ejemplos anteriores, si [image: ]es el conjunto de las vocales fuertes y [image: ]es el conjunto de planetas que no poseen satélites, entonces se cumple que: [image: ]y que [image: ]. De la misma forma, nótese como: [image: ], [image: ], [image: ]y [image: ].


  La cardinalidad de un conjunto se define como el número de elementos que posee. Se denota por medio de los símbolos [image: ]o [image: ].


  De los conjuntos anteriores: [image: ], [image: ], [image: ]y [image: ].


  


  I.2 CONJUNTOS CON NOMBRES ESPECÍFICOS


  
    	Un conjunto vacío o nulo es aquel que no posee elementos. Se denota por: [image: ]o bien por [image: ]. El conjunto vacío siempre forma parte de otro, así que es subconjunto de cualquier conjunto.

  


  Ejemplos.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  
    	Un conjunto universal es aquel que contiene a todos los elementos bajo consideración. Se denota por [image: ]. Gráficamente se le representará mediante un rectángulo.

  


  Ejemplos.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Nótese cómo:[image: ]


  
    	Un conjunto finito es aquel cuyos elementos pueden ser contados.

  


  Ejemplos.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  
    	Un conjunto infinito es aquel cuyos elementos no pueden ser contados, es decir, su cardinalidad no está definida.

  


  Ejemplos.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  
    	Dos conjuntos son iguales si tienen exactamente los mismos elementos. Se denota por el símbolo [image: ].

  


  Ejemplo.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  
    	Dos conjuntos son desiguales si por lo menos difieren en un elemento, es decir, si no tienen exactamente los mismos elementos. Se denota por el símbolo [image: ].

  


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  
    	Dos conjuntos son equivalentes si tienen la misma cantidad de elementos, es decir, si poseen la misma cardinalidad. Se denota por el símbolo [image: ].

  


  Ejemplos.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Cuando los conjuntos son equivalentes existe una correspondencia uno a uno o biunívoca. Esto significa que se puede establecer una relación que asocie a cada elemento del primer conjunto con un único elemento del segundo conjunto sin que sobren elementos en ningún conjunto.


  En el ejemplo anterior:


  [image: ]


  


  I.3 OPERACIONES CON CONJUNTOS


  
    	La unión de los conjuntos [image: ]y [image: ]es el conjunto de todos los elementos de [image: ]con todos los elementos de [image: ]sin repetir ninguno y se denota como [image: ]. Esto es:

  


  [image: ]


  Gráficamente:


  [image: ]


  Ejemplo.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  
    	La intersección de los conjuntos [image: ]y [image: ]es el conjunto de los elementos de [image: ]que también pertenecen a [image: ]y se denota como [image: ]. Esto es:

  


  [image: ]


  Gráficamente:


  [image: ]


  Ejemplo.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Dos conjuntos son ajenos o disjuntos cuando su intersección es el conjunto vacío, es decir, que no tienen nada en común. Por ejemplo:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  
    	El complemento del conjunto [image: ]con respecto al conjunto universal [image: ]es el conjunto de todos los elementos de [image: ]que no están en [image: ]y se denota como [image: ]. Esto es:

  


  [image: ]


  Gráficamente:


  [image: ]


  Ejemplo.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  En este ejemplo se puede notar como [image: ]


  De esta definición, se puede advertir que se cumplen las siguientes expresiones:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  
    	La diferencia de los conjuntos [image: ]y [image: ](en ese orden) es el conjunto de los elementos que pertenecen a [image: ]y no pertenecen a [image: ]y se denota como [image: ]. Esto es:

  


  [image: ]


  Gráficamente:


  [image: ]


  Ejemplo.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Se puede advertir como [image: ]


  Del diagrama de Venn anterior se deducen las siguientes expresiones:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Los conjuntos [image: ]son mutuamente ajenos (su intersección es el conjunto vacío).


  Ejemplo.


  Sean los conjuntos:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Obtener:


  a) [image: ]

  b) [image: ]

  c) [image: ]

  d) [image: ]

  e) [image: ]

  f) [image: ]

  g) [image: ]

  h) [image: ]

  i) [image: ]

  j) [image: ]

  k) [image: ]

  l) [image: ]


  


  Solución.


  a) [image: ]

  b) [image: ]

  c) [image: ]

  d) [image: ]

  e) [image: ]

  f) [image: ]

  g) [image: ]

  h) [image: ]

  i) [image: ]

  j) [image: ]

  k) [image: ]

  l) [image: ]


  


  De acuerdo con las definiciones de unión, complemento y diferencia, se puede establecer que sus respectivas cardinalidades se pueden obtener a través de:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Ejemplo.


  En una unidad habitacional viven [image: ]familias y se sabe que [image: ]de ellas tienen automóvil, que [image: ]poseen un reproductor de DVD y que [image: ]tienen ambas cosas. Se desea conocer: a) ¿cuántas familias tienen exclusivamente automóvil?, b) cuántas familias son dueños exclusivamente de un reproductor DVD, c) ¿cuántas familias son propietarias de un automóvil o de un reproductor DVD?, y d) ¿cuántas familias no poseen ni automóvil ni reproductor DVD?


  Solución.


  Identificando los datos por su cardinalidad:


  Número de familias del conjunto universal, [image: ]

  Número de familias con automóvil, [image: ]

  Número de familias con reproductor DVD, [image: ]

  Número de familias con automóvil y con reproductor DVD,[image: ]


  [image: ]


  Del diagrama en donde se muestran el número de elementos de los conjuntos se aprecia que:


  a) El número de familias que exclusivamente tienen automóvil es:


  [image: ]



  b) El número de familias que son dueños exclusivamente de un reproductor DVD es:


  [image: ]



  c) El número de familias que son propietarias de un automóvil o de un reproductor DVD es: [image: ], así que: [image: ]


  d) El número de familias que no poseen ni un automóvil ni un reproductor DVD es: [image: ], por lo que:


  [image: ]



  


  I.4 PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS


  Sean los conjuntos [image: ]dentro del universo [image: ]. Las seis propiedades que rigen las operaciones con esos conjuntos son las siguientes:


  1.Propiedades de identidad:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  2. Propiedades de idempotencia:


  [image: ]

  [image: ]



  3. Propiedades de complemento:


  [image: ]

  [image: ]


  4. Propiedades asociativas:


  [image: ]

  [image: ]



  5. Propiedades conmutativas


  [image: ]

  [image: ]



  6. Propiedades distributivas


  [image: ]

  [image: ]



  


  I.5 LEYES DE D’MORGAN


  Estas leyes establecen los complementos de la unión e intersección entre conjuntos:


  Primera ley. El complemento de la unión de dos conjuntos es la intersección de sus complementos.


  [image: ]


  [image: ]


  En el diagrama de la izquierda, [image: ]viene dada por la región en blanco y [image: ]está representado por el área sombreada verticalmente. Por su parte en el diagrama de la derecha, [image: ]es la región sombreada horizontalmente, [image: ]es el área sombreada verticalmente, por lo que [image: ]está representado por la superficie cuadriculada. Las regiones resultantes son iguales.


  Segunda ley. El complemento de la intersección de dos conjuntos es la unión de sus complementos:


  [image: ]


  [image: ]


  En el diagrama de la izquierda, [image: ]está dada por la región sombreada horizontalmente y[image: ]está representado por el área sombreada verticalmente. Por su parte, en el diagrama de la derecha, [image: ]es la región sombreada horizontalmente, [image: ]es el área sombreada verticalmente, por lo que [image: ]está representado por la superficie que no es blanca. Las regiones resultantes son iguales.


  Ejemplo.


  Dados los siguientes conjuntos:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  Comprobar las leyes de D’Morgan:


  Solución.



  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  Como [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  Como [image: ]


  


  I.6 PRODUCTO CARTESIANO DE DOS CONJUNTOS Y SU GRÁFICA


  Uno de los principios básicos para hacer un análisis matemático es el concepto de parejas ordenadas: dos objetos, personas, símbolos o cosas mencionados en un orden definido por su posición, es decir, primero uno y luego el otro. Si este orden cambiara, es decir, primero el otro y luego el uno, se tendrá como resultado una nueva pareja ordenada y diferente a la inicialmente considerada.


  La simbología matemática que se utiliza para representar una pareja ordenada es escribir dentro de un paréntesis, la primera componente separada por una coma de la segunda componente, por ejemplo: [image: ]es la pareja ordenada, en donde [image: ]es la primera componente y [image: ]es la segunda componente.


  El producto cartesiano de dos conjuntos [image: ]y [image: ]es el conjunto de todos los posibles pares ordenados que se forman eligiendo como primera componente a un elemento que pertenezca a [image: ], y como segunda componente a un elemento que pertenezca a [image: ].


  El producto cartesiano se denota de la siguiente forma: [image: ]y se lee “[image: ]cruz [image: ]”.


  [image: ] y [image: ]


  La definición anterior expresa que el producto cartesiano de los conjuntos [image: ]y [image: ], son la parejas ordenadas [image: ]tal que [image: ]pertenece al conjunto [image: ]y [image: ]pertenece al conjunto [image: ].


  Ejemplo.


  Obtener el producto cartesiano [image: ]de los siguientes conjuntos:


  [image: ]

  [image: ]



  Solución.


  [image: ]



  El número de parejas ordenadas que resultan de un producto cartesiano se obtiene multiplicando sus cardinalidades. En el ejemplo anterior, [image: ]y [image: ], el número de parejas ordenadas es: [image: ].


  El producto cartesiano no es conmutativo. Esto significa que [image: ], a menos que [image: ].


  Ejemplo.


  Obtener el producto cartesiano [image: ]dados los mismos conjuntos anteriores:


  [image: ]

  [image: ]



  Solución.


  [image: ]

  [image: ]



  Ejemplo.


  Dados los siguientes conjuntos:


  [image: ]

  [image: ]



  obtener los productos cartesianos [image: ]y [image: ].


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  [image: ]

        [image: ]

        [image: ]

        [image: ]

        [image: ]



  Un sistema de dos ejes coordenados o plano cartesiano, se define como el conjunto de todas las parejas ordenadas de números reales, que corresponden en sí al producto cartesiano R x R.


  Un sistema de ejes coordenados se construye haciendo que dos líneas rectas se corten perpendicularmente en un punto llamado origen, quedando el plano dividido en cuatro regiones llamadas cuadrantes. Al eje horizontal se le conoce como eje [image: ]y al eje vertical como eje [image: ].


  Esto se representa de la siguiente forma:


  [image: ]


  Dado que el conjunto R x R son todas las parejas ordenadas [image: ]de un plano cartesiano, se tiene que:


  R2=R x R[image: ]R y [image: ]R[image: ]


  En una pareja ordenada [image: ], a [image: ]se le da el nombre de abscisa y a [image: ], el nombre de ordenada. Estos valores sirven para localizar un punto en el plano cartesiano, y se les llama coordenadas de un punto, que se escribe como [image: ].


  A cada pareja ordenada de este producto cartesiano le corresponde uno y sólo un punto sobre el plano cartesiano, y a cada punto del plano cartesiano le corresponde una y sólo una pareja ordenada. A esto se le llama correspondencia biunívoca.


  Ejemplo.


  Ubicar en el plano cartesiano los siguientes puntos:[image: ], [image: ], [image: ], [image: ]


  [image: ]


  Ejemplo.


  Dados los conjuntos [image: ]y [image: ], obtener la gráfica del producto cartesiano [image: ]


  Solución.


  El conjunto solución a este producto cartesiano son nueve puntos discretos formado por las parejas ordenadas: [image: ]. Gráficamente esto es:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Sean los conjuntos [image: ]y [image: ], graficar el producto cartesiano [image: ]


  El conjunto solución a este producto cartesiano es una superficie plana de forma rectangular limitada tanto en [image: ]como en [image: ]. Gráficamente esto es:


  [image: ]


  I.7 EJERCICIOS PROPUESTOS


  
    	Definir los siguientes conceptos:

  


  1) Conjunto y sus formas de representación

  2) Subconjunto

  3) Cardinalidad de un conjunto

  4) Conjunto vacío

  5) Conjunto universal

  6) Conjunto finito

  7) Conjunto infinitos

  8) Conjuntos iguales

  9) Conjuntos equivalentes


  
    	Expresar de las tres formas a los siguientes conjuntos

  


  10) De los dígitos.

  11) De los meses del año

  12) De los números pares positivos menores de veintiséis


  
    	Definir las siguientes operaciones y dibujarlas en diagramas de Venn

  


  13) Unión de conjuntos

  14) Intersección de conjuntos

  15) Diferencia de conjuntos

  16) Complemento de un conjunto

  17) ¿Cómo se definen los conjuntos ajenos?


  
    	Dados los siguientes conjuntos:

  


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  obtener:


  18) [image: ]

  19) [image: ]

  20) [image: ]

  21) [image: ]

  22) [image: ](con respecto a [image: ])

  23) [image: ](con respecto a [image: ])

  24)[image: ]


  
    	En un grupo de cincuenta y siete alumnos: veintiocho juegan fútbol, siete juegan básquetbol y voleibol, dieciocho juegan fútbol y voleibol, ocho juegan básquetbol y voleibol, cinco juegan los tres deportes, diecisiete juegan básquetbol pero no voleibol y uno no juega ningún deporte. De acuerdo a esto, resolver los siguientes cinco incisos.

  


  25) Elaborar un diagrama de Venn con el universo y dibujar tres conjuntos [image: ]y [image: ]anotando en cada región la cardinalidad correspondiente


  26) Obtener: [image: ]y [image: ]

  27) Determinar: [image: ]y [image: ]

  28) ¿Cuántos alumnos juegan únicamente voleibol?

  29) ¿Cuántos alumnos juegan exclusivamente básquetbol?

  30) Explicar las seis propiedades de los conjuntos

  31) Explicar y comprobar las leyes de D’Morgan mediante diagramas de Venn


  32) Sean los siguientes conjuntos:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  comprobar las leyes de D’Morgan

  33) Sean los siguientes conjuntos:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  comprobar las leyes de D’Morgan

  34) ¿Qué es el producto cartesiano entre dos conjuntos?


  
    	Dados los siguientes conjuntos:

  


  [image: ]

  [image: ]



  obtener:

  35) [image: ]

  36) [image: ]

  37) ¿Qué es un plano cartesiano?

  38) ¿Qué es una correspondencia biunívoca?

  39) Dados los conjuntos [image: ]y [image: ], obtener la gráfica del producto cartesiano [image: ]

  40) Sean los conjuntos [image: ]y [image: ], graficar el producto cartesiano[image: ]


  


  1La notación P(x)no representa un producto, es una condición que deben satisfacer los elementos para pertenecer a un conjunto.Contenido de la nota.[regresar]


  2En el caso particular de que un conjunto tenga un sólo elemento numérico, a menos de que se haga la distinción, no representa el número de elementos que posee el conjunto.[regresar]


  SISTEMAS DE NUMERACIÓN

  UNIDAD II


  


  II.1 BREVE RESEÑA HISTÓRICA


  Efectuar mediciones y conteos son las principales actividades matemáticas que el hombre realiza desde la antigüedad. Sin embargo, en la actualidad se conoce muy poco acerca de los orígenes de los números, lo que si se sabe es que la necesidad de contar nace desde las épocas prehistóricas de la humanidad.


  Los sistemas de recuento más primitivos se basaban en el cinco, el diez o el veinte,que están relacionados con los cinco dedos que el humano tiene en cada mano, o los diez dedos si se toman ambas, o los veinte si se consideran las manos y los pies.


  Sin embargo, esta forma de contar era limitada. Imagínese, por ejemplo, que el hombre tenía que contar cuántas semillas sembraba en un día. Lo primero que hacia era relacionar cada semilla que sembraba con una piedra y si le sobraban piedras le faltaban semillas y si le faltaban piedras le sobraban semillas, es decir, utilizaba conjuntos equivalentes que se relacionaban.


  Como puede advertirse, este método era bastante complejo, así que lo que nuestros antepasados hicieron, fue empezar a asociar símbolos que eran grabados en piedras o en la tierra, con los conceptos que querían medir o contar, poco después se comenzaron a asociar palabras y sonidos repitiéndolos en el mismo orden. De esta forma la humanidad dio un paso gigantesco y comenzó a contar cada vez más objetos.


  Lo que se realiza en la actualidad, es la asociación de conjuntos de forma biunívoca, es decir, se asocian palabras con los números, así como las cosas que se desean contar.


  Ejemplo.


  Para saber cuántas manzanas hay en una caja, se busca el conjunto de los números naturales equivalente al de manzanas de la caja. La cantidad de manzanas que hay en la caja es el número cardinal del conjunto asociado (recuérdese que la cardinalidad de un conjunto se definió como el número de elementos que posee).


  Los números cardinales se utilizan para contar objetos de un conjunto. Esto es: [image: ], etc.


  El proceso de asociar conjuntos de números naturales sucesivos con los objetos de un conjunto cualquiera es contar. Contar los elementos de un conjunto es independiente del orden que tomen dichos objetos.


  Cuando se toma en cuenta el orden de los objetos utilizamos lo que se conoce como números ordinales. Esto es: primero, segundo, tercero, etc.


  


  II.2 SISTEMAS DE NUMERACIÓN


  Los egipcios representan una de las civilizaciones más antiguas y desarrolladas del mundo. Gracias a la existencia de los papiros de Rhind y de sus múltiples jeroglíficos es que se sabe algo acerca de su aritmética. Aunque emplearon el sistema duodecimal en la subdivisión del año (en doce meses, correspondientes a sus doce dioses principales) y del día (en doce horas de claridad y doce de tinieblas), su numeración era decimal y contaba con signos jeroglíficos para las cifras del uno al diez y para cien, mil, diez mil, cien mil y un millón.


  Los babilonios, al igual que los egipcios, desarrollaron su propio sistema de numeración, ellos escribían sobre tablillas de arcilla, en donde utilizaban la escritura cuneiforme y no tenían ningún símbolo para representar el cero. Utilizaban un sistema de numeración de valor posicional a través de dos símbolos básicos en forma de cuña.Una en forma vertical para las unidades y otra en forma horizontal para las decenas.


  Los mayas inventaron un sistema de numeración en donde aparece por primera vez el cero, además de que su base era el veinte, ya que se cree, que tal vez sea por el hecho de contemplar los dedos de pies y manos. Esta civilización representó cada cantidad por medio de símbolos que según la posición que ocupaban adquiría cierto valor, es decir el sistema maya así como el decimal es un sistema de posiciones. El símbolo del cero en cualquier posición indica ausencia de cantidad.


  Los hindúes representaron con nueve símbolos diferentes, uno por cada número del uno al nueve. Éstos han cambiado con el tiempo, pero llegaron a Europa en su forma actual en el siglo XVI.


  Por su parte, los griegos y los hebreos, utilizaron nueve símbolos diferentes para estos números. En cada caso, los símbolos eran las primeras nueve letras de sus alfabetos.


  El Imperio Romano desarrolló un sistema de numeración que se usó en Europa hasta el siglo XVII. En la actualidad es muy conocido y se usa para indicar los tomos de una obra, los capítulos de un libro, el nombre del siglo, el nombre de una época, para las fechas, para los personajes de mismo nombre y las horas en las carátulas de algunos relojes.


  Las cifras están representadas con letras que tienen determinado valor:


  [image: ]


  En esta numeración la letra no depende de la posición que ésta tenga para que sea escrita. Para escribir con números romanos hay que tener en cuenta lo siguiente:


  a) Los valores de las cifras iguales se suman


  Ejemplos.


  III =[image: ]

  XX =[image: ]

  CCC=[image: ]


  b) Ninguna cifra puede repetirse más de tres veces seguidass


  Ejemplo.


  La expresión XXXXX =[image: ]es inválida. La forma correcta de representar a este número es: L = [image: ]


  c) No pueden repetirse los números V, L ni D


  Ejemplos.


  La expresión VV = [image: ]no es válida. La forma correcta de representar a este número es: X

  La expresión LL = [image: ]no es correcta. Se debe de representar como: C

  La expresión DD = [image: ]es inválida. La forma adecuada de representar a este número es: M


  d) Si se coloca a la derecha una cifra de menor valor, se suman los valores de las dos


  Ejemplos.


  LX =[image: ]

  CL =[image: ]

  MCLV =[image: ]


  e) Todas las cifras colocadas a la izquierda de otra que sea mayor, se le tiene que restar el valor de la menor a la mayor


  Ejemplos.


  XC =[image: ]

  CD =[image: ]

  CM =[image: ]


  f) Toda cifra colocada entre dos cifras iguales se resta su valor de la últimas


  Ejemplos.


  XIX =[image: ]

  CXC =[image: ]

  MMCM =[image: ]


  g) Si se coloca una línea horizontal encima de una cifra, la hace mil veces mayor


  Ejemplos.


  [image: ]= [image: ]

  [image: ]= [image: ]

  [image: ]= [image: ]


  


  II.3 SISTEMA DECIMAL


  La numeración que se utiliza en la actualidad fue heredada por los árabes, por lo que sus caracteres los llamamos arábigos. En un principio hubo dos clases de números arábigos los del Imperio de Oriente y de Occidente de Europa. En México se emplean los occidentales, que fueron llevados por los Moros a España, los números orientales se usan en Turquía, Egipto, Arabia y los países vecinos.


  De acuerdo a lo expuesto anteriormente, la numeración egipcia y la romana, empleaban la base [image: ]pero no usaban el principio de posición. Otras numeraciones como la maya y la babilonia, usaban el principio de posiciones pero no usaban la base diez. En el sistema decimal se usan los dos principios, es decir se utiliza la base [image: ], además de que las cifras tienen su valor según la posición que éstas ocupen.


  Al decir que un sistema es de base diez, significa que sólo hace uso de diez símbolos o guarismos únicamente, es decir, los símbolos de base [image: ]son: [image: ]y[image: ].


  Los dígitos pueden tener dos valores: un valor absoluto que es el que indica el número de unidades que lo forman y un valor relativo que es el que adquieren según la posición que ocupan.


  Ejemplo.


  El valor absoluto de los dígitos que forman [image: ]es: [image: ]. Por su parte, el valor relativo es [image: ] y [image: ].


  Las cifras que intervienen en un número se dividen en períodos de seis cifras cada uno de la siguiente forma:


  [image: ]


  El período de la derecha son las unidades, el siguiente son los millones, el siguiente es el de los billones, etc.


  Cada período se puede dividir en dos grupos de tres cifras cada uno: las unidades y los millares, a su vez cada grupo se divide en unidades, decenas y centenas.


  Como el sistema de base[image: ], consta de diez dígitos o guarismos, si se desea contar utilizando la base diez, se debe hacer de la siguiente manera:


  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,...19, 20, 21,...,29, 30, 31,...99, 100, 101,...,109, 110, 111,...999, 1000, 1001,... etc.


  Es posible también escribir un número en notación desarrollada, esto es, que cualquier cantidad se puede escribir cómo la suma de los dígitos del número por la base diez elevada al correspondiente exponente.


  En general, un número [image: ]se puede expresar de la siguiente manera:


  N = Xn10n+Xn-110n-1+Xn-210n-2+...+X1101+X0100+X-110-1+X-210-2+...+X-m10-m



  en donde:


  X es cada dígito componente del número

  n es el número de dígitos a la izquierda del punto decimal menos uno

  m es el número de dígitos a la derecha del punto decimal


  Ejemplo.


  Representar el número [image: ] en notación desarrollada.


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]


  Comprobando:


  [image: ]


  


  II.4 SISTEMAS DE DIFERENTES BASES


  Existen diversos tipos de sistemas de numeración dependiendo de la base. En general, en un sistema de base [image: ], se utilizan [image: ] símbolos. De acuerdo con esto, los sistemas más utilizados además del decimal son:


  
    	Sistema Binario.

  


  Es un sistema de base [image: ], en el que sólo se tienen dos símbolos o guarismos que son: [image: ]y[image: ]. Es de gran importancia debido a que es el lenguaje que manejan las computadoras. Su notación es [image: ]


  Ejemplo de número binario:


  [image: ]


  
    	Sistema Octal.

  


  Es un sistema de base [image: ], tal como su nombre lo indica. Cuenta ocho símbolos: [image: ]y[image: ]. Su notación es [image: ]


  Ejemplo de número octal:


  [image: ]


  
    	Sistema Hexadecimal

  


  Es un sistema de base [image: ]. Está formado por dieciséis elementos: [image: ] y [image: ].


  Su notación es [image: ] y las letras tienen los siguientes valores:


  [image: ]


  Ejemplo de número hexadecimal:


  [image: ]


  Se dice que los sistemas anteriores son de posición, debido a que el valor que se le asigna a una cantidad depende de la posición relativa de sus símbolos.


  Los sistemas numéricos de posición quedan representados por la siguiente expresión:


  Na = Xnan+Xn-1an-1+Xn-2an-2+...+X1a1+X0a0+X-1a-1+X-2a-2+...+X-ma-m


  en donde:


  a es la base a la cual pertenece el número

  X es cada dígito componente del número

  n es el número de dígitos a la izquierda del punto menos uno

  m es el número de dígitos a la derecha del punto


  Los índices positivos corresponden a la parte entera mientras que los negativos corresponden a la parte fraccionaria del número representado. El punto debe considerarse antes del primer subíndice negativo.


  Ejemplo.


  Representar en notación desarrollada a los siguientes números:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  


  II.5 SISTEMA BASE 2


  II.5.1 NÚMEROS BINARIOS


  En una computadora el sistema de numeración es en base [image: ], utilizando sólo dos símbolos: el [image: ] y el [image: ] hecho propiciado por ser precisamente dos los estados estables en los dispositivos digitales que componen un procesador.


  Esto significa que todo lo que sucede dentro de una computadora puede representarse con alguna combinación de estados on y off, en donde se interpreta el [image: ] como prendido y el[image: ]como apagado.


  Una secuencia de estados en la computadora on-off-off-on-off se puede escribir matemáticamente como[image: ], número que contiene cierta información.


  A los números de base [image: ] se llaman números binarios. En esta base, cualquier número puede representarse como:


  (N)2 = Xn2n+Xn-12n-1+Xn-22n-2+...+X121+X020+X-12-1+X-22-2+...+X-m2-m


  en donde:


  X es cada dígito (cero o uno) del número

  n es el número de dígitos a la izquierda del punto binario menos uno

  m es el número de dígitos a la derecha del punto binario


  Ejemplo.


  El número [image: ] representado como potencias de dos es:


  [image: ]


  


  II.5.2 CONVERSIÓN DE NÚMEROS BASE DOS A BASE DIEZ


  Para convertir un número base dos en decimal, basta con aplicar la expresión que calcula [image: ] considerando que se simplifica cuando se tiene un cero.


  Ejemplo.


  Transformar el número [image: ] a base decimal.


  Solución.


  [image: ]

           [image: ]

           [image: ]


  Ejemplo.


  Convertir el número [image: ] a base decimal.


  Solución.


  [image: ]

           [image: ]

           [image: ]


  Considerando las potencias de dos, se puede establecer la siguiente tabla de conversión de números expresados en sistema decimal a su respectiva forma binaria:


  [image: ]


  


  II.5.3 CONVERSIÓN DE NÚMEROS BASE DIEZ A BASE DOS


  Para convertir un número decimal natural en binario, se divide reiteradamente por dos los cocientes sucesivos y los residuos serán, en orden de abajo hacia arriba, las cifras binarias. El proceso se repite con los cocientes obtenidos mientras no sea cero.


  Ejemplo.


  Transformar a base dos los siguientes números expresados en base diez.


  1) [image: ]


  Solución:


  [image: ][image: ][image: ]


  


  El número buscado es: [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ][image: ][image: ]


  El número buscado es: [image: ]


  Para convertir un número decimal fraccionario en binario, se multiplica reiteradamente por dos la parte fraccionaria y los números antes del punto serán, en orden de arriba hacia abajo, las cifras binarias. El proceso se repite hasta que la parte fraccionaria sea cero o que la obtención de componentes se vuelva cíclica.


  Ejemplo.


  Transformar el número [image: ] a binario.


  Solución:


  [image: ][image: ][image: ]


  El número buscado es: [image: ]


  Ejemplo.


  Convertir el número [image: ] a binario.


  Solución.


  [image: ][image: ][image: ]


  Como se puede observar, no se llega a tener una fracción cero, pero la obtención de las componentes es cíclica ya que la fracción inicial es igual a la última fracción obtenida. A medida de que se tomen más cifras de periodos sucesivos, la precisión es mayor. Esto significa que el número buscado es: [image: ]


  


  II.6 CONVERSIONES DE NÚMEROS EN DISTINTAS BASES


  II.6.1 CONVERSIONES DE NÚMEROS EXPRESADOS EN CUALQUIER BASE A BASE DIEZ


  Para transformar un número en base diez a otra base, se aplica la expresión:


  Na = Xnan+Xn-1an-1+Xn-2an-2+...+X1a1+X0a0+X-1a-1+X-2a-2+...+X-ma-m


  en donde:


  a es la base a la cual pertenece el número

  X es cada dígito componente del número

  n es el número de dígitos a la izquierda del punto menos uno

  m es el número de dígitos a la derecha del punto


  Ejemplos.


  Transformar los siguientes números a base diez:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

    [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  efectuando las operaciones y considerando la parte decimal periódica1:


  [image: ]

           [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  efectuando las operaciones y considerando la parte decimal periódica:


  [image: ]

       [image: ]


  


  II.6.2 CONVERSIONES DE NÚMEROS ENTEROS EXPRESADOS EN BASE DIEZ A CUALQUIER BASE


  Para convertir un número decimal entero a una base [image: ], se divide reiteradamente por [image: ]los cocientes sucesivos y los residuos serán, en orden de abajo hacia arriba, las cifras que componen al número. El proceso se repite con los cocientes obtenidos mientras no sea cero.


  Ejemplos.


  Transformar los siguientes números decimales a la base pedida:


  1) [image: ] a base seis.


  Solución.


  [image: ][image: ][image: ]



  El número buscado es: [image: ]


  2) [image: ] a base octal.


  Solución.


  [image: ][image: ][image: ]



  El número buscado es: [image: ]


  3) [image: ] a base quince.


  Solución.


  [image: ][image: ][image: ]



  El número buscado es: [image: ]


  


  II.6.3 CONVERSIONES DE NÚMEROS FRACCIONARIOS EXPRESADOS EN BASE DIEZ A CUALQUIER BASE


  Para convertir un número fraccionario expresado en base diez a una base [image: ], se multiplica reiteradamente por [image: ] la parte fraccionaria y los números antes del punto serán, en orden de arriba hacia abajo, las cifras que componen al número. El proceso se repite hasta que la parte fraccionaria sea cero o que la obtención de componentes se vuelva cíclica.


  Ejemplo.


  Transformar los siguientes números decimales fraccionarios a la base pedida:


  1) [image: ] a base cinco


  Solución.


  [image: ]



  El número buscado es: [image: ]


  2) [image: ] a base nueve


  Solución.


  [image: ][image: ][image: ]



  Como se puede observar, no se llega a tener una fracción cero, pero la obtención de las componentes es cíclica ya que la fracción inicial es igual a la última fracción obtenida. A medida de que se tomen más cifras de periodos sucesivos, la precisión es mayor. Por ejemplo, si se consideran tres cifras el resultado aproximado con cinco decimales es:


  [image: ]



  Ahora, si se consideran cinco cifras el resultado aproximado con cuatro decimales tiene mayor precisión:


  [image: ]

    [image: ]



  Esto significa que el número buscado es: [image: ]


  3) [image: ] a base hexadecimal


  Solución.


  [image: ][image: ][image: ]



  Esto significa que el número buscado es: [image: ]


  


  II.6.4 CONVERSIONES DE NÚMEROS ENTEROS EXPRESADOS EN CUALQUIER BASE


  Para convertir un número escrito en base [image: ] a base [image: ], lo que se tiene que hacer primero es transformar el número de base [image: ] a base diez por medio de:


  Na = Xnan+Xn-1an-1+Xn-2an-2+...+X1a1+X0a0+X-1a-1+X-2a-2+...+X-ma-m


  y posteriormente convertirlo a la base [image: ] por medio de divisiones sucesivas.


  Ejemplos.


  Transformar los siguientes números a las bases pedidas.


  1) [image: ] a base siete


  Solución.


  Convirtiendo el número a base diez:


  [image: ]

    [image: ]


  ahora, se convierte este número a base siete:


  [image: ][image: ][image: ]


  El número buscado es: [image: ]


  2) [image: ] a base tres


  Solución.


  Convirtiendo el número a base diez:


  [image: ]

   [image: ]


  ahora, se convierte este número a base tres:


  [image: ][image: ][image: ]


  El número buscado es: [image: ]


  3) [image: ] a base dos


  Solución.


  Convirtiendo el número a base diez:


  [image: ]


  considerando cuatro cifras significativas:


  [image: ]

   [image: ]


  Al ser un número con parte entera y parte decimal, se procede en dos partes:

  primero, se convierte la parte entera a base dos:


  [image: ][image: ][image: ]


  segundo, se convierte la parte fraccionaria a base dos:


  [image: ][image: ][image: ]


  Finalmente, el número buscado es: [image: ]


  


  II.6.5 CONVERSIONES DE NÚMEROS BINARIOS A BASE OCTAL Y VICEVERSA


  Cuando se desea transformar un número binario a base ocho o viceversa, se aplica la siguiente tabla de conversión:


  [image: ]


  y se toman grupos de tres cifras de la siguiente forma:


  
    	De derecha a izquierda cuando es una parte entera


    	De izquierda a derecha cuando se trata de una fracción.

  


  Ejemplo.


  Convertir el número [image: ] a base ocho.


  Solución.


  De acuerdo a la tabla, se cumple que: [image: ], así que el número es: [image: ]


  Ejemplo.


  Convertir el número [image: ] a base dos.


  Solución.


  De acuerdo a la tabla, se cumple que: [image: ], así que el número es:


  [image: ]


  


  II.6.6 CONVERSIONES DE NÚMEROS BINARIOS A BASE HEXADECIMAL Y VICEVERSA


  Para transformar un número binario a base hexadecimal o viceversa, se aplica la siguiente tabla de conversión:


  [image: ]


  y se toman grupos de cuatro cifras de la siguiente forma:


  
    	De derecha a izquierda cuando es una parte entera


    	De izquierda a derecha cuando se trata de una fracción.

  


  Ejemplo.


  Convertir el número [image: ] a base dieciséis.


  Solución.


  De acuerdo a la tabla, se cumple que: [image: ], así que el número es: [image: ]


  Ejemplo.


  Convertir el número [image: ] a base dos.


  Solución.


  De acuerdo a la tabla, se cumple que: [image: ], así que el número es:


  [image: ]


  


  II.7 OPERACIONES EN DISTINTAS BASES


  Para efectuar operaciones con números en base [image: ], es necesario recordar que al tener [image: ] dígitos, lo que cambia es la posición y la disposición que se tenga.


  Las operaciones aritméticas con números en cualquier base cumplen reglas similares al sistema decimal:


  II.7.1 SUMA


  Dos números se pueden sumar de una manera muy similar al que se hace en la base diez, sólo que cuando se presenta la operación del dígito más grande más uno se escribe[image: ]y se tiene un acarreo de [image: ] (se lleva uno).


  Ejemplos.


  1) [image: ]


  Solución


  Sumando los dígitos correspondientes de izquierda a derecha:


  [image: ] el resultado es [image: ] y se “lleva [image: ]”


  [image: ] el resultado es[image: ] y se “lleva [image: ]”


  [image: ]


  [image: ] el resultado es [image: ] y se “lleva [image: ]”


  [image: ]


  2) [image: ]


  Solución


  Sumando los dígitos correspondientes de izquierda a derecha:


  [image: ]


  [image: ] el resultado es [image: ] y se “lleva [image: ]”


  [image: ] el resultado es [image: ] y se “lleva [image: ]”


  [image: ]


  


  [image: ]


  3) [image: ]


  Solución


  Sumando los dígitos correspondientes de izquierda a derecha:


  [image: ]


  [image: ] el resultado es [image: ] y se “lleva [image: ]”


  [image: ]


  4) [image: ]


  Solución


  Sumando los dígitos correspondientes de izquierda a derecha:


  [image: ] el resultado es [image: ] y se “lleva [image: ]”


  [image: ]


  [image: ] el resultado es [image: ] y se “lleva [image: ]”


  [image: ]


  


  II.7.2 RESTA


  Para restar dos números en cualquier base se procede de forma similar que en el sistema decimal. Al realizar las restas parciales entre dos dígitos de idéntica posición, si el sustraendo excede al minuendo, se le quita uno al digito que está a la izquierda en el minuendo, ya que la unidad que está a la izquierda tiene tantas unidades como elementos tiene la base.


  En el caso de que el minuendo sea menor que el sustraendo el resultado será negativo. Para fines prácticos, en estos casos se resta la cantidad más pequeña a la más grande y se le agrega el signo negativo.


  Ejemplos.


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  En la tercera columna [image: ] para [image: ] es [image: ] y se “lleva[image: ]”. En la cuarta columna [image: ] para [image: ] es [image: ].


  3) [image: ]


  Solución.


  El sustraendo es mayor que el minuendo, así que el resultado es negativo.


  Restando la cantidad menor a la mayor se tiene:


  [image: ]


  En la segunda columna [image: ] para [image: ] es [image: ] y se “lleva [image: ] ”. En la tercera columna [image: ] para [image: ] es [image: ] y se “lleva [image: ] ”. En la cuarta columna [image: ] para [image: ] es [image: ].


  [image: ]


  4) [image: ]


  Solución.


  El sustraendo es mayor que el minuendo, así que el resultado es negativo.


  Restando la cantidad menor a la mayor se tiene:


  [image: ]


  En la segunda columna [image: ] para [image: ] es [image: ] y se “lleva [image: ] ”. En la tercera columna [image: ] para [image: ] es [image: ] y se “lleva [image: ] ”. En la cuarta columna[image: ]para[image: ]es[image: ].


  [image: ]


  


  II.7.3 MULTIPLICACIÓN


  Cuando se desea multiplicar dos números en base [image: ] se lleva a cabo conforme las tablas de multiplicación correspondientes a dicha base, considerando que cuando el resultado es mayor que [image: ], entonces se debe dividir ese número por la base. El residuo es el primer dígito resultante y el cociente es el acarreo que debe sumarse a la siguiente operación. Por ejemplo, si se quiere multiplicar [image: ] se tiene:


  [image: ][image: ][image: ]


  Ejemplos.


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ] [image: ] [image: ]


  


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ] [image: ] [image: ]


  


  3) [image: ]


  Solución.


  [image: ] [image: ] [image: ]


  


  4) [image: ]


  Solución.


  [image: ][image: ][image: ] [image: ]


  


  II.7.4 DIVISIÓN


  Cuando se desea dividir dos números en cualquier base se procede de forma análoga a la que se hace en la base diez. La división consiste en identificar cuántas veces un número (el divisor) está contenido en otro número (el dividendo). Para fines prácticos, conviene escribir una tabla con los productos del divisor para visualizar de forma más fácil las operaciones. Al resultado entero de la división se le denomina cociente y si la división no es exacta, es decir, el divisor no está contenido un número exacto de veces en el dividendo, la operación tendrá un residuo.


  Ejemplos.


  1) [image: ]


  Solución.


  Construyendo la tabla de multiplicación para el divisor:


  [image: ]


  El divisor cabe cinco veces en el dividendo y para obtener el residuo, se resta del dividendo el producto del cociente por el divisor para obtener el residuo, que en este caso es cero:


  [image: ]


  


  2) [image: ]


  Solución.


  Construyendo la tabla de multiplicación para el divisor:


  [image: ]


  El divisor cabe dos veces en las primeras dos cifras del dividendo, por lo que, la primera cifra del cociente es [image: ]. A continuación se multiplica[image: ]por[image: ], esto es: [image: ] y se efectúa la resta de este producto del dividiendo y se obtiene [image: ] que es el residuo. Después se baja el [image: ] y se aprecia que [image: ] no cabe ninguna vez, por lo que la segunda cifra del cociente es [image: ]. Posteriormente se baja el[image: ]siguiente y se aprecia que [image: ] no cabe ninguna vez, por lo que la tercera cifra del cociente es [image: ]. Se, multiplica [image: ] por [image: ], que es[image: ] y finalmente se efectúa la resta de este producto del dividiendo y se obtiene [image: ] que es el residuo:


  [image: ]


  


  3) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  El [image: ] cabe una vez en las primeras dos cifras del dividendo, por lo que, la primera cifra del cociente es [image: ]. A continuación se multiplica [image: ] por[image: ], que es[image: ], y se efectúa la resta de este producto del dividiendo y se obtiene [image: ] que es el residuo. Después se baja el [image: ] y se aprecia que [image: ] no cabe ninguna vez, por lo que la segunda cifra del cociente es [image: ]. Posteriormente se baja el [image: ] y se aprecia que [image: ] cabe una vez en el divisor, por lo que, la tercera cifra del cociente es [image: ]. Finalmente, se efectúa la resta de este producto del dividiendo y se obtiene [image: ] que es el residuo:


  [image: ]


  


  4) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  El [image: ] cabe una vez en las tres primeras cifras del dividendo, por lo que, la primera cifra del cociente es [image: ] y para obtener el residuo se multiplica [image: ] por [image: ], que es [image: ]. Ahora, se efectúa la resta de este producto del dividiendo y se obtiene [image: ] que es el residuo. Después se baja el [image: ] y se aprecia que [image: ]no cabe ninguna vez en el divisor, por lo que la segunda cifra del cociente es [image: ]. A continuación se baja el [image: ] siguiente y se aprecia que [image: ] cabe una vez en el divisor, por lo que, la tercera cifra del cociente es [image: ]. Nuevamente, se efectúa la resta del producto de cociente por el divisor del dividiendo y se obtiene [image: ] que es el residuo, después se baja el [image: ] siguientey se observa que [image: ] no cabe ninguna vez en [image: ], por lo que la cuarta cifra del cociente es [image: ]. Se baja el último [image: ] y se observa que [image: ] no cabe ninguna vez en [image: ], por lo que la quinta cifra del cociente es [image: ] y se obtiene es el residuo es [image: ]:


  [image: ]


  


  II.8 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) Escribir brevemente el desarrollo que han tenido los diferentes sistemas de numeración a lo largo de la historia.

  2) Encontrar el valor de los siguientes números romanos: XDI, XLIV, MMIX, CLIX

  3) Expresar en números romanos las siguientes cantidades: [image: ],[image: ],[image: ],[image: ]

  4) ¿Qué es un sistema de numeración posicional?

  5) Establecer la expresión mediante la que se representan los sistemas numéricos de posición.

  6) Representar el número [image: ] como potencias de diez.

  7) ¿Por qué es tan importante el sistema binario en la computación?

  8) Construir una tabla en la que se muestren las equivalencias en los sistemas binario, octal y hexadecimal de los números decimales [image: ] al [image: ].


  
    	Transformar los siguientes números a base diez:

  


  9) [image: ]

  10) [image: ]

  11) [image: ]


  
    	Convertir los siguientes números decimales a la base pedida:

  


  12) [image: ]a base siete.

  13) [image: ] a base nueve.

  14) [image: ] a base dos


  
    	Encontrar la equivalencia de los siguientes números en las bases pedidas.

  


  15) [image: ] a base seis

  16) [image: ] a base cinco

  17) [image: ] a base doce

  18) Explicar el proceso para convertir un número fraccionario en base diez a una base cualquiera.


  
    	Aplicando las tablas de conversión respectivas, transformar los siguientes números binarios a la base pedida:

  


  19) [image: ] a base ocho.

  20) [image: ] a base hexadecimal.

  21) ¿Cómo se obtiene el complemento de un número en base [image: ]?

  22) Obtener el complemento a siete del número [image: ]


  
    	Efectuar las operaciones en las bases pedidas:

  


  23) [image: ]

  24) [image: ]

  25) [image: ]

  26) [image: ]

  27) [image: ]

  28) [image: ]

  29) [image: ]

  30) [image: ]


  


  1 Un número decimal que tiene una barra significa que las cifras que se repiten en grupos. Por ejemplo:[image: imgnota][regresar]


  EL CAMPO DE LOS NÚMEROS REALES

  UNIDAD III


  


  III.1 NÚMEROS NATURALES


  Los números naturales son aquellos que sirven para designar la cantidad de elementos que posee un cierto conjunto1. Se representan como N


  N[image: ]


  Los números naturales son infinitos, pues para cada uno de ellos hay otro distinto que le sucede y que no le precede.


  Se habla del orden en estos números a través de su propiedad de tricotomía afirmando que dados [image: ] y [image: ] dos números naturales, entonces se tiene exactamente una de las tres posibilidades:


  [image: ]


  Gráficamente, este conjunto se puede representar mediante una recta numérica en donde los números son los puntos:


  [image: ]


  Una operación en N es una manera de asociar a cada par de números naturales, otro número natural bien determinado. Las operaciones que se definen en este conjunto son la suma y la multiplicación.


  Sean [image: ],[image: ] y [image: ] tres números naturales cualesquiera. Las propiedades básicas de las operaciones definidas en N son:


  1. Cerradura:


  [image: ] N

  [image: ] N


  2. Asociatividad:


  [image: ]

  [image: ]


  3. Conmutatividad:


  [image: ]

  [image: ]


  4. Elementos neutros


  Para la suma es el cero ya que: [image: ]

  Para el producto es el uno ya que: [image: ]


  5. Distributividad


  La propiedad distributiva del producto sobre la suma es: [image: ]


  Ejemplo.


  Dados los números [image: ],[image: ] y [image: ], comprobar las propiedades de la suma y del producto.


  Solución.


  Cerradura:


  [image: ] N

  [image: ] N


  Asociatividad:


  [image: ]

  [image: ]


  Conmutatividad:


  [image: ]

  [image: ]


  Los elementos neutros:


  Para la suma es el cero ya que: [image: ]

  Para el producto es el uno ya que: [image: ]


  Distributividad


  del producto sobre la suma es: [image: ]


  Un número es múltiplo de otro si se obtiene multiplicando este último por un número natural. Por ejemplo el número [image: ]es múltiplo del [image: ] ya que [image: ].


  Las propiedades de los múltiplos son:


  
    	El cero es múltiplo de cualquier número


    	Un número siempre es múltiplo de si mismo


    	La suma de múltiplos de un número también es un múltiplo de este número


    	El producto de múltiplos de un número también es múltiplo de este número


    	Si un número es múltiplo de otro y este lo es de un tercero, el primero es múltiplo del tercero.

  


  Ejemplos.


  El número [image: ] es múltiplo del [image: ] ya que [image: ]

  El número [image: ] es múltiplo del [image: ] ya que [image: ]

  El número [image: ] es múltiplo del [image: ] ya que [image: ] y el número [image: ] también es múltiplo del [image: ] ya que [image: ], por lo tanto, el número [image: ] es múltiplo del [image: ] ya que [image: ]


  El número [image: ] es múltiplo del [image: ] ya que[image: ] y el número [image: ] también es múltiplo del [image: ] ya que [image: ], por lo tanto, el número [image: ] es múltiplo del [image: ] ya que [image: ]


  El número [image: ] es múltiplo del [image: ] ya que [image: ], pero a su vez el número [image: ] es múltiplo del [image: ] ya que [image: ], por lo tanto, el número [image: ] es múltiplo del [image: ] ya que [image: ]


  Un número natural es divisor de otro si cuando se divide el primero entre el segundo el residuo es cero, es decir, si la división es exacta. Por ejemplo el número [image: ] es divisor del [image: ] ya que [image: ].


  Las propiedades de los divisores son:


  
    	El número uno es divisor de cualquier número


    	Un número siempre es divisor de si mismo


    	Si un número es divisor de otro, y éste lo es de un tercero, el primero es divisor del tercero.

  


  Ejemplos.


  El número [image: ] es divisor del [image: ] ya que [image: ]


  El número [image: ] es divisor del [image: ] ya que [image: ]


  El número [image: ] es divisor del [image: ] ya que [image: ] y el número [image: ] es divisor del [image: ] ya que [image: ], por lo tanto, el número [image: ] es divisor del [image: ] ya que [image: ]


  Cuando los números son grandes hay reglas que permiten reconocer directamente que un número es divisible por otro. Estas reglas se conocen como criterios de divisibilidad y los más comunes son:


  
    	Un número es divisible por [image: ] si termina en cero o encifra par.


    	Un número es divisible por [image: ] si la suma de sus cifras absolutas es múltiplo de tres.


    	Un número es divisible por [image: ] si en las dos últimas cifras, hay dos ceros o un número múltiplo de cuatro.


    	Un número es divisible por [image: ] cuando acaba en cero o en cinco.


    	Un número es divisible por [image: ] si es divisible por dos y por tres.


    	Un número es divisible por [image: ] si su cifra más significativa menos dos veces su siguiente cifra más cuatro veces su siguiente cifra y así sucesivamente es cero o múltiplo de siete.


    	Un número es divisible por [image: ] cuando sus tres últimas cifras son ceros o son múltiplo de ocho.


    	Un número es divisible por [image: ] cuando la suma de sus cifras es múltiplo de nueve.


    	Un número es divisible por [image: ] si termina en cero.


    	Un número es divisible por [image: ] cuando la diferencia entre la suma de las cifras pares y las impares es múltiplo de once o cero.


    	Un número es divisible por [image: ] cuando divisible por tres y por cuatro.

  


  Ejemplo.


  Aplicando los criterios anteriores, determinar la divisibilidad del número [image: ]


  Solución:


  a) Al terminar encifra par, [image: ] es divisible por [image: ]

  b) [image: ] que es múltiplo de [image: ], así que es divisible por [image: ]

  c) las dos últimas cifras son [image: ] que es múltiplo de [image: ], así que es divisible por [image: ]

  d) al terminar en cero, [image: ] es divisible por [image: ]

  e) al ser divisible por [image: ] y por [image: ], es divisible por [image: ]

  f) [image: ] que es múltiplo de [image: ], así que es divisible por [image: ]

  g) al terminar en cero, [image: ] es divisible por [image: ]


  Los criterios de divisibilidad permiten encontrar con rapidez divisores de un número. Algunos números como el siete, trece o el diecinueve solo tienen dos divisores: la unidad y el mismo. Estos números se llaman números primos y se denotan como P.


  P [image: ]


  Los números que no son primos se llaman números compuestos.


  Descomponer un número en factores primos es expresarlo como producto de números primos. En la práctica, para descomponer un número en factores primos se divide sucesivamente por los números primos comenzando por el primer número primo hasta que se encuentre un cociente que sea igual a uno.


  Ejemplo.

  Descomponer el número [image: ] en factores primos.


  Solución.


  [image: ]


  Por lo que [image: ]


  Para calcular todos los divisores de un número, se realiza la descomposición factorial del número, después se determinan los divisores de cada uno de los factores y finalmente se construye un esquema con todos los productos posibles.


  Ejemplo.

  Calcular todos los divisores del número [image: ].


  Solución.


  [image: ]


  Por lo que [image: ]

  Los divisores del [image: ] son: [image: ]

  Los divisores del [image: ] son: [image: ]

  Los divisores del [image: ] son: [image: ]


  Efectuando todas las combinaciones posibles de productos, se tiene:


  [image: ]

  [image: ]


  Por lo tanto, los divisores del [image: ], puestos en orden, son: [image: ]


  El mínimo común múltiplo de dos o más números, es el número más pequeño posible, que es múltiplo de esos números.


  Por ejemplo, el mínimo común múltiplo de los números [image: ], [image: ], [image: ], es [image: ], puesto que es el número más pequeño que es múltiplo de [image: ], [image: ] y [image: ].


  Para calcular el mínimo común múltiplo de dos o más números se descomponen los números en factores primos:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  y se toman los factores comunes y no comunes con su mayor exponente, en este caso: [image: ]


  La sustracción es una operación que no es cerrada en N, pues la diferencia de dos números naturales puede no ser un número natural (no lo es cuando el sustraendo es mayor que el minuendo). Por eso se necesita definir otro conjunto de números en el que se puede restar un número de otro, cualesquiera que sean éstos.


  


  III.2 NÚMEROS ENTEROS


  Los números enteros, representados por Z son aquellos que surgen de la resta de dos números naturales2.


  Z [image: ] N [image: ]


  Este conjunto es una extensión de los números naturales ya que incluye a sus opuestos, es decir aparecen los números negativos.


  Z [image: ]


  Ejemplo.


  Cuando en épocas muy frías la temperatura está por debajo de cero, implícitamente se habla de un número entero, tal es el caso de -1° C.


  La razón principal para introducir los números negativos sobre los números naturales es la posibilidad de resolver ecuaciones del tipo: [image: ], para la incógnita [image: ].


  Se habla del orden en estos números a través de su propiedad de tricotomía afirmando que dados [image: ] y [image: ] dos números enteros, entonces se tiene exactamente una de las tres posibilidades:


  [image: ]


  Esto significa que es un conjunto completamente ordenado sin cota superior o inferior y gráficamente, también se puede representar mediante una recta numérica en donde los números son los puntos:


  


  [image: ]


  


  Una operación en Z es una manera de asociar a cada par de números enteros, otro número entero bien determinado. Las operaciones que se definen en este conjunto son la suma y la multiplicación (la resta se considera como la suma de números de diferente signo).


  Sean [image: ], [image: ] y [image: ] tres números enteros cualesquiera. Las propiedades básicas para la suma y el producto en Z son:


  1. Cerradura:


  [image: ] Z

  [image: ] Z


  2. Asociatividad:


  [image: ]

  [image: ]


  3. Conmutatividad:


  [image: ]

  [image: ]


  4. Elementos neutros


  Para la suma es el cero ya que: [image: ]

  Para el producto es el uno ya que: [image: ]


  5. Inverso aditivo:


  Para la suma existe [image: ] tal que [image: ]


  6. Distributividad


  La propiedad distributiva del producto sobre la suma es: [image: ]


  Nótese como no existe un inverso multiplicativo. Además, la división no es una operación cerrada en Z, pues el cociente de dos números naturales puede no ser un número entero (no lo es cuando el dividendo no es múltiplo del divisor). Por esa razón, es necesario el establecimiento de otro sistema numérico en el que se pueda dividir dos números.


  


  III.3 NÚMEROS RACIONALES


  Número racional es el que se puede expresar como cociente de dos números enteros con divisor diferente de cero, es decir, en forma de fracción. Se representan por Q.


  Q [image: ] Z [image: ]


  Los números racionales no enteros se llaman fraccionarios en donde [image: ] es el numerador y [image: ] el denominador3. Nótese como en esta definición, el denominador nunca puede ser cero porque la división por cero no está definida.


  En el conjunto de los números enteros cada número tiene un siguiente (el siguiente al [image: ] es el [image: ], el siguiente al [image: ] es el [image: ], etc.), no pasa lo mismo con los racionales, pues entre cada dos números racionales existe al menos otro número racional (propiedad de densidad).


  Los números racionales pueden ser ubicados también en la recta numérica mediante puntos, independientemente de que no presentan una secuencia determinada, por ejemplo:


  


  [image: ]


  Al expresar un número racional, no entero, puede tener alguna de las siguientes representaciones:


  [image: ]


  Si la fracción es irreducible y en la descomposición factorial del denominador sólo se encuentran los factores [image: ] y [image: ], entonces la fracción es igual a un número decimal exacto, pero si en el denominador hay algún factor distinto de [image: ] o [image: ] la expresión decimal es periódica, por ejemplo:


  [image: ], se obtiene un decimal exacto


  [image: ], se obtiene un decimal exacto


  [image: ], se obtiene un expresión decimal periódica.


  Dos fracciones son equivalentes cuando tienen el mismo valor decimal. Las fracciones equivalentes representan la misma parte de una cantidad.


  Para convertir una fracción a un número decimal periódico, basta con efectuar la división.


  Ejemplo.


  Convertir el número [image: ] a decimal.


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]


  
    	Se iguala a [image: ] el número decimal.


    	Se identifican las posiciones en donde inicia y termina el primer ciclo de periodicidad


    	Se multiplica por [image: ] a la expresión, donde [image: ] es el número de posiciones después del punto decimal en donde termina el ciclo.


    	Se multiplica por [image: ] a la expresión, donde [image: ] es el número de posiciones después del punto decimal en donde inicia el ciclo.


    	Se resta la segunda expresión a la primera


    	Se despeja [image: ] y se simplifica la fracción de ser posible.

  


  Ejemplos.


  1) Convertir el número [image: ] a fraccionario


  Solución.


  [image: ]


  La periodicidad termina después de dos cifras después del punto decimal, así que se multiplica por [image: ]. Por su parte la periodicidad inicia después de una cifra a la derecha del punto, así que se multiplica por [image: ]. Esto es:


  [image: ]

  [image: ]


  se resta la segunda expresión a la primera para eliminar la parte decimal:


  [image: ]


  despejando [image: ] y simplificando se tiene:[image: ]


  [image: ]


  2) Convertir el número [image: ] a fraccionario


  Solución.


  [image: ]


  La periodicidad termina después de tres cifras a la derecha del punto decimal, así que se multiplica por [image: ]. Por su parte la periodicidad inicia inmediatamente después del punto, así que se multiplica por [image: ]. Esto es:


  [image: ]

  [image: ]


  se resta la segunda expresión a la primera para eliminar la parte decimal:


  [image: ]


  despejando [image: ] se tiene: [image: ]


  [image: ]


  Simplificar una fracción es sustituirla por la fracción equivalente cuyo denominador es el menor posible.


  Ejemplo.


  Simplificar [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]


  


  [image: ]

  [image: ]


  


  [image: ]


  En las fracciones se cumple que: [image: ], aunque por convención se utiliza [image: ]


  El orden en Q establece que un número es menor que otro, si está colocado a la izquierda de él en la recta numérica; y es mayor, cuando está a su derecha. Para comparar dos fracciones se considera que:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Dadas las fracciones [image: ] y [image: ], determinar cuál es más grande.


  Solución.


  [image: ] y [image: ], como [image: ], se cumple que [image: ]


  Una operación en Q es una manera de asociar a cada par de números racionales, otro número racional bien determinado. Las operaciones que se definen en este conjunto son la suma y la multiplicación (la resta se considera como la suma de números de diferente signo y la división como la multiplicación de un número por el recíproco de otro, siempre cuando el segundo no sea cero).


  [image: ], donde [image: ] es el mínimo común múltiplo de [image: ] y [image: ]


  [image: ] las fracciones antes de multiplicarse deben simplificarse


  [image: ]


  Ejemplos.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  


  Sean [image: ], [image: ] y [image: ] tres números racionales cualesquiera. Las propiedades básicas para la suma y el producto en Q son:


  1. Cerradura:


  [image: ] Q

  [image: ] Q


  2. Asociatividad:


  [image: ]

  [image: ]


  3. Conmutatividad:


  [image: ]

  [image: ]


  4. Elementos neutros


  Para la suma es el cero ya que: [image: ]

  Para el producto es el uno ya que: [image: ]


  5. Inversos:


  Para la suma existe [image: ], llamado opuesto o simétrico tal que [image: ]


  Para el producto existe [image: ], llamado inverso multiplicativo o recíproco tal que [image: ]


  6. Distributividad


  La propiedad distributiva del producto sobre la suma es: [image: ]


  Ejemplo.


  Dados los números [image: ], [image: ] y [image: ], comprobar las propiedades de las operaciones de la suma y el producto en Q.


  Solución.


  Cerradura:


  [image: ] Q


  [image: ] Q


  Asociatividad:


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ][image: ]

  [image: ]


  [image: ]


  Conmutatividad:

  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]


  Elementos neutros:


  Para la suma es el cero ya que: [image: ]


  Para el producto es el uno ya que: [image: ]


  Inversos:


  Para el [image: ] su opuesto o simétrico es [image: ] ya que [image: ]


  Para el [image: ] su inverso multiplicativo o recíproco es [image: ] ya que [image: ]


  Distributividad del producto sobre la suma es:


  [image: ][image: ]

  [image: ]


  En general, dado un número racional de la forma [image: ], su recíproco viene dado por [image: ].


  Ejemplos.


  El recíproco de [image: ] es [image: ]


  El recíproco de [image: ] es [image: ]


  El recíproco de [image: ] es [image: ]


  Una razón es el resultado de comparar dos cantidades del mismo tipo, la primera de ellas llamada antecedente [image: ] y la segunda llamada consecuente [image: ]. Estas cantidades se presentan en forma fraccionaria, de la siguiente manera:


  [image: ] o [image: ] o [image: ] con [image: ]


  Por ejemplo, un recipiente [image: ] tiene una capacidad de [image: ] litros y otro [image: ] tiene una capacidad de[image: ]litros. Si se compara la capacidad de [image: ] con la de [image: ], la razón es de [image: ], es decir [image: ], esto significa que [image: ] tiene el doble de capacidad de [image: ]. Gráficamente esto se puede ver en la siguiente figura:


  [image: ]


  Una proporción es una proposición que establece que dos razones son iguales. Esto es:


  [image: ] con [image: ]


  y se lee: [image: ] lo es a [image: ] como [image: ] lo es a [image: ].


  Por ejemplo, las razones [image: ] y [image: ] son equivalentes ya que se cumple que [image: ], por lo tanto, forman una proporción. Gráficamente esto es:


  [image: ]


  Las magnitudes proporcionales pueden ser de dos clases:


  a) Magnitudes Directamente Proporcionales: Dadas dos cantidades el aumento de una corresponde al aumento de la otra o la disminución de una corresponde a la disminución de la otra.


  Propiedad: si [image: ] y [image: ] son dos cantidades entonces:


  
    [image: ] y [image: ] son directamente proporcionales
  


  Ejemplos.


  1) Si se tiene la razón [image: ] y se quiere formar una proporción directa se puede multiplicar por un mismo número tanto al antecedente como al consecuente, si ese número es [image: ] se obtiene [image: ]. Nótese como ambas cantidades aumentan.


  2) Dada la razón [image: ] y se quiere formar una proporción directa se puede dividir por un mismo número tanto al antecedente como al consecuente, si ese número es [image: ] se obtiene [image: ]. Nótese como ambas cantidades disminuyen.


  b) Magnitudes Inversamente Proporcionales: Dadas dos cantidades el aumento de una corresponde a la disminución de la otra o la disminución de una corresponde al aumento de la otra.


  Propiedad: si [image: ] y [image: ] son dos cantidades entonces:


  
    [image: ] y [image: ] son inversamente proporcionales
  


  Ejemplos.


  1) Si se tiene la razón [image: ] y se quiere formar una proporción inversa se puede multiplicar por un número al antecedente y dividir por ese mismo número al consecuente, si ese número es [image: ] se obtiene [image: ]. Nótese como una cantidad aumenta y la otra disminuye.


  2) Dada la razón [image: ] y se quiere formar una proporción inversa se puede dividir por un número al antecedente y multiplicar por ese mismo número al consecuente, si ese número es [image: ] se obtiene [image: ]. Nótese como una cantidad disminuye y otra aumenta.


  Una regla de tres directa se forma con la igualdad de dos razones directamente proporcionales, en donde se conoce las dos cantidades de una razón y sólo una cantidad de otra razón. Si [image: ] lo es a [image: ], como [image: ] lo es una cantidad desconocida [image: ], se representa como:


  [image: ]


  donde [image: ] viene dado por: [image: ]


  Ejemplo.


  Si tres discos cuestan [image: ] pesos, ¿cuánto costarán siete discos?


  Solución.


  El problema expresado en forma de regla de tres directa es: [image: ], entonces, los siete discos costarían [image: ] pesos.


  Una regla de tres inversa se forma con la igualdad de dos razones inversamente proporcionales, en donde se conoce las dos cantidades de una razón y sólo una cantidad de otra razón. Si [image: ] lo es a[image: ], como [image: ] lo es una cantidad desconocida [image: ], se representa como:


  [image: ]


  donde [image: ] viene dado por: [image: ]


  Ejemplo.


  Si cuatro albañiles hacen una casa en noventa días, ¿cuánto tiempo tardarían seis albañiles?


  Solución.


  El problema expresado en forma de regla de tres inversa es: [image: ], entonces, los seis trabajadores tardarían [image: ]días.


  Como se ha dicho, en el conjunto de los números racionales se pueden efectuar las cuatro operaciones básicas, no obstante, no se puede resolver de forma general un problema donde intervenga la radicación de un número entero, por lo tanto, es necesario definir un nuevo sistema numérico.


  


  III.4 NÚMEROS IRRACIONALES


  Con los números racionales se pueden representar casi todas las cantidades que se encuentran en la vida cotidiana. Sin embargo, hay otra clase de números, que se escriben con una infinidad de decimales pero que no tienen un período, es decir, no tienen cifras que se repitan en el mismo orden. Los números de esta clase reciben el nombre de irracionales y, a diferencia de los racionales, no pueden expresarse en forma de fracción, sino sólo en forma decimal. Se denotan por Q’.


  En general, cualquier raíz inexacta de un número racional o alguna combinación algebraica que la involucre (y que exista) es un número irracional. Esto significa que este conjunto también es infinito.


  Ejemplos de números irracionales.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ](este número es llamado áureo4)


  Nótese como estos números tienen una infinidad de cifras y no tienen periodicidad. Para todo fin práctico, cuando se trabaja con números irracionales se efectúan aproximaciones, o bien, se utilizan algunos símbolos especiales.


  Ejemplo.


  El número [image: ] es un irracional que representa las veces que cabe el diámetro de una circunferencia en su perímetro [image: ]. Es decir, si se tuvieran las medidas exactas del perímetro [image: ] de una circunferencia y de su diámetro, [image: ], [image: ] viene dado por [image: ]. Si se quisiera efectuar la división nunca se terminaría ya que se podrían obtener tantas cifras decimales como se quisiera, pero nunca se llegaría a un residuo igual a cero, ni se encontrarían cifras que formen un período. Por lo tanto, no se puede escribir exactamente [image: ] en cifras decimales:


  [image: ]


  Los puntos suspensivos indican que las cifras son infinitas. En la práctica, sin embargo, cuando se requiere calcular perímetros o áreas de circunferencias, volúmenes de esferas o para hacer cualquier otro cálculo, en el que aparezca [image: ], se usa la aproximación [image: ].


  Ejemplo.


  [image: ] es otro número irracional, ya que es la medida de la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos catetos miden una unidad de longitud. Normalmente se aproxima a [image: ], aunque su valor es de: [image: ]


  Un número irracional tiene un número ilimitado de cifras, por tanto, es imposible escribir su valor exacto. Para manejar estos números se utilizan aproximaciones de los mismos. Aumentando el número de cifras, el error va disminuyendo, de modo que puede ser tan pequeño como se quiera. Algunos números irracionales se pueden representar en la recta numérica mediante procedimientos geométricos utilizando regla y compás (por ejemplo las raíces cuadradas no exactas, como el caso de [image: ] ya expuesto). Para muchos números irracionales no se puede aplicar este método, la representación de estos números se hace por aproximación. Por ejemplo, algunos números irracionales en la recta serían:


  


  [image: ]


  Una operación en Q’ es una manera de asociar a cada par de números irracionales, otro número irracional bien determinado. Las operaciones que se definen en este conjunto son la suma, la resta, la multiplicación, el cociente y la extracción de raíces (exceptuando la radicación de números negativos de índice par).


  Sean [image: ], [image: ] y [image: ] tres números irracionales cualesquiera. Las propiedades básicas para la suma en Q’ son:


  1. Asociatividad:


  [image: ]


  2. Conmutatividad:


  [image: ]


  3. Inverso:


  Para la suma existe [image: ], llamado opuesto o simétrico tal que [image: ]


  Las operaciones de suma y producto no son cerradas en Q’ y no tiene elemento neutro.


  


  III.5 NÚMEROS REALES


  El conjunto de los números reales surge de la unión de los números racionales y de los irracionales. Se denotan como R. Este conjunto comprende a todos los sistemas numéricos anteriores.


  
    R=Q [image: ]Q’
  


  Se habla del orden en los números reales a través de la propiedad de tricotomía afirmando que dados [image: ] y [image: ] dos números reales, entonces se tiene exactamente una de las tres posibilidades:


  [image: ]


  Al igual que en los conjuntos N, Z, Q y Q’, los números reales se pueden representar en una recta, sólo que en este caso no hay puntos discretos, sino se trata de una recta continua:


  


  [image: ]


  La recta R sobre la cual se representa a los números racionales e irracionales se llama recta real. A cada punto de esta recta se le asocia un único número real llamado coordenada o abscisa del punto y, recíprocamente, a cada punto de esa recta se le asocia un único número para que sea su coordenada. Si esta doble asignación se hace de manera que puntos distintos tengan coordenadas distintas y cada número sea coordenada de algún punto, se ha obtenido una correspondencia biunívoca entre la recta y el conjunto de los números reales. Esta asignación se denomina sistema de coordenadas unidimensional.


  En general, dado un punto [image: ] cualquiera en la recta, al número real [image: ] se le llama coordenada o abscisa de [image: ] y se denota por [image: ], que se lee: punto [image: ] de coordenada [image: ].


  Ejemplo.


  Ubicar de forma aproximada los siguientes números en la recta real:[image: ]


  Solución.


  En forma de coordenadas, los números toman la forma: [image: ], [image: ], [image: ], [image: ],[image: ],[image: ]que en la recta real están localizados así 5:


  


  [image: ]


  


  Una operación en R es una manera de asociar a cada par de números reales, otro número real bien determinado. Las operaciones que se definen en este conjunto son la suma, la multiplicación (la resta se considera como la suma de números de diferente signo y la división como la multiplicación de un número por el recíproco de otro, siempre cuando el segundo no sea cero), la radicación de números positivos y la radicación de índice impar de números negativos. Es decir, las operaciones que se definen en este conjunto son todas excepto dos:


  
    	La división por cero


    	La extracción de raíces de índice par de números negativos.

  


  Sean [image: ], [image: ] y [image: ] tres números reales cualesquiera. Las propiedades básicas para la suma y el producto en R son:


  1. Cerradura:


  [image: ] R

  [image: ] R


  2. Asociatividad:


  [image: ]

  [image: ]


  3. Conmutatividad:


  [image: ]

  [image: ]


  4. Elementos neutros


  Para la suma es el cero ya que: [image: ]

  Para el producto es el uno ya que: [image: ]


  5. Inversos:


  Para la suma existe [image: ], llamado opuesto o simétrico tal que [image: ]

  Para el producto existe [image: ], llamado inverso multiplicativo o recíproco tal que [image: ]


  6. Distributividad


  La propiedad distributiva del producto sobre la suma es: [image: ]


  Sea la suma de dos números reales: [image: ], al dividir por [image: ], se obtiene [image: ]

  Sea el producto de dos números reales: [image: ], al dividir por [image: ], se obtiene [image: ]


  Nótese la diferencia de los resultados, esto obedece a que al dividir implícitamente se aplicó el inverso multiplicativo de [image: ]. En el segundo caso, la fracción se convierte en un número entero y en el primer caso la fracción persiste. Esto significa que [image: ].


  Ejemplo.


  Dados los números [image: ] y [image: ], comprobar que [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  Los números reales son el conjunto con el que se trabajará en este libro, sin embargo no son los más completos, porque si se necesita extraer la raíz de un número negativo con índice par, los números reales no son suficientes, por lo que es necesario definir otro sistema numérico que permita tal operación. Este nuevo sistema se definirá en el subtema VI.4.


  


  III.6 VALOR ABSOLUTO


  El valor absoluto de un número real representa la magnitud de dicho número. Esta magnitud es la distancia que existe, sobre la recta numérica, del número dado al cero. El valor absoluto se indica escribiendo el número entre barras verticales.


  La definición formal del valor absoluto es:


  [image: ]


  Por ejemplo, la magnitud de [image: ] es [image: ] [image: ] [image: ] y la magnitud de [image: ] es [image: ] [image: ] [image: ]. Esto se aprecia en la siguiente figura:


  [image: ]


  Ejemplos.


  La magnitud de [image: ] es [image: ], [image: ] [image: ]

  La magnitud de [image: ] es [image: ], [image: ] [image: ].

  La magnitud de [image: ] es [image: ], [image: ] [image: ]

  La magnitud de [image: ] es [image: ], [image: ] [image: ].


  Lo anterior significa que si [image: ] es positivo o cero, [image: ] es su propio valor absoluto. Si [image: ] es negativo, entonces su opuesto [image: ] es el valor absoluto.


  


  III.7 INTERVALOS


  A un segmento de la recta numérica que representa al subconjunto de los números reales se le denomina intervalo.


  Si [image: ] y [image: ] son dos números reales tales que [image: ], entonces los intervalos son subconjuntos de R que formalmente se definen como:


  
    	Cerrados. Cuando sus extremos sí pertenecen al subconjunto. Se representan como [image: ] y comprende todos los números reales [image: ] que cumplen con: [image: ] R [image: ].

  


  [image: ]


  
    	Abiertos. Cuando sus extremos no pertenecen al subconjunto. Se representan como [image: ] y comprende todos los números reales [image: ] que cumplen con: [image: ] R [image: ].

  


  [image: ]


  
    	Semiabiertos por la izquierda. Cuando el primer extremo no pertenece al subconjunto y el segundo extremo si. Se representa como [image: ] y comprende todos los números reales [image: ] que cumplen con: [image: ] R [image: ].

  


  [image: ]


  
    	Semiabiertos por la derecha. Cuando el primer extremo pertenece al subconjunto y el segundo extremo no. Se representa como [image: ] y comprende todos los números reales [image: ] que cumplen con: [image: ] R [image: ].

  


  [image: ]


  
    	Infinitos. El infinito, ya sea positivo o negativo, no es un extremo determinado, así que siempre será abierto. Existen cinco casos:

  


  Cerrados a la izquierda: [image: ] R [image: ].


  [image: ]


  Cerrados a la derecha: [image: ] R [image: ].


  [image: ]


  Abiertos a la izquierda: [image: ] R [image: ].


  [image: ]


  Abiertos a la derecha: [image: ] R [image: ].


  [image: ]


  Abierto completamente: es aquel que contiene a todos los números reales: [image: ] R [image: ].


  [image: ]


  Ejemplos.


  Graficar los siguientes intervalos:


  1)[image: ]


  [image: ]


  2) [image: ]


  [image: ]


  3)[image: ]


  [image: ]


  4)[image: ]


  [image: ]


  


  III.8 LEYES DE EXPONENTES


  Sea un número real [image: ]. Si se multiplica por sí mismo se obtiene [image: ]. Si a este resultado se multiplica nuevamente por [image: ]resulta [image: ]. De manera sucesiva, si [image: ] se multiplica por si misma [image: ] veces, se obtiene: [image: ]


  Para simplificar este tipo de expresiones se acostumbra utilizar una notación abreviada, tal que:


  [image: ]


  y en general:


  [image: ]


  Donde [image: ] es llamada base y el número [image: ] escrito arriba y a su derecha, es llamado exponente. El exponente indica el número de veces que la base se toma como factor.


  Primera ley de los exponentes


  Sea un número real [image: ] diferente de cero y dos números naturales [image: ] y [image: ] también diferentes de cero. Entonces, se cumple que:


  [image: ]


  Al multiplicar potencias con la misma base, se mantiene la base y se suman los exponentes.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]

  4)[image: ]

  5)[image: ]


  Segunda ley de los exponentes


  Sea un número real [image: ] diferente de cero y dos números naturales [image: ] y [image: ] también diferentes de cero. Entonces, se cumple que:


  [image: ]


  Al dividir potencias con la misma base, se mantiene la base y se restan los exponentes.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]

  4)[image: ]

  5)[image: ]


  Tercera ley de los exponentes


  Sea un número real [image: ] diferente de cero. Si en la ley anterior, se hace que [image: ], se tiene que: [image: ].


  Pero al dividir una expresión por si misma el resultado es la unidad, así que se cumple que:


  [image: ]


  Cualquier base diferente de cero elevada a la potencia cero es uno.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]

  4)[image: ]

  5)[image: ]


  Cuarta ley de los exponentes


  Sea un número real [image: ] diferente de cero y dos números naturales [image: ] y [image: ] también diferentes de cero. Entonces, se cumple que:


  [image: ]


  Al elevar una potencia a otra potencia, se mantiene la base y se multiplican los exponentes.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]


  Quinta ley de los exponentes


  Sean dos números reales [image: ] y [image: ] diferentes de cero y un número natural [image: ] también diferente de cero. Entonces, se cumple que:


  [image: ]


  El producto de uno o más factores que se elevan todos a la vez a un exponente es igual a un producto de cada factor elevado al exponente.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]

  4)[image: ]

  5)[image: ]


  Sexta ley de los exponentes


  Sean dos números reales [image: ] y [image: ] diferentes de cero y un número natural [image: ] también diferente de cero. Entonces, se cumple que:


  [image: ]


  El cociente de uno o más factores que se elevan todos a la vez a un exponente es igual al cociente de cada factor elevado al exponente.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]

  4)[image: ]

  5)[image: ]


  Séptima ley de los exponentes


  Sea un número real [image: ] diferente de cero. Si [image: ] es un número entero diferente de cero, por las leyes anteriores se cumple que:


  [image: ]


  Pero el recíproco del número real [image: ] se definió como [image: ], ya que cumple con [image: ]. Comparando las expresiones, se llega a:


  [image: ]


  Elevar una expresión a una potencia entera negativa, equivale a formar una fracción con numerador uno y cuyo denominador es la misma expresión pero con la potencia positiva.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]

  4)[image: ]

  5)[image: ]


  


  III.9 NOTACIÓN CIENTÍFICA


  En las ciencias es frecuente encontrar cantidades muy grandes o muy pequeñas que contienen una gran cantidad de ceros.


  Ejemplos.


  1) La distancia media de la Tierra al Sol es de [image: ] metros.

  2) Un mililitro es la milésima parte de una millonésima de metro cúbico, es decir: [image: ].


  A fin de evitar escribir tanta cifra, estos números se pueden compactar mediante la notación científica.


  La notación científica es un número escrito bajo la forma [image: ], donde [image: ] y [image: ] es un entero.


  Para transformar un número a notación científica, existen dos casos:


  
    	Cuando el número es mayor o igual a diez, el punto decimal se recorre [image: ] posiciones a la izquierda y el exponente es positivo


    	Cuando el número es menor de uno, el punto decimal se recorre [image: ] posiciones a la derecha y el exponente es negativo

  


  En los ejemplos planteados, la distancia que separa a la Tierra del Sol se puede expresar como [image: ] metros, por su parte, un mililitro equivale a [image: ] metros cúbicos.


  Ejemplos.


  Expresar los siguientes números en notación científica:


  1)[image: ]


  Solución.


  Se recorre el punto decimal nueve posiciones a la izquierda: [image: ]


  2)[image: ]


  Solución.


  Moviendo el punto decimal once posiciones a la derecha: [image: ]


  Para transformar un número expresado en notación científica a notación normal, existen dos casos:


  
    	Cuando [image: ], se le agregan ceros hasta que el punto decimal recorra [image: ] posiciones a la derecha.


    	Cuando [image: ], se le agregan ceros hasta que el punto decimal recorra [image: ] posiciones a la izquierda.

  


  Ejemplos.


  Convertir los siguientes números expresados en notación científica a notación normal:


  1)[image: ]


  Solución.


  Se recorre el punto decimal seis posiciones a la derecha y se agregan ceros:

  [image: ]


  2)[image: ]


  Solución.


  Moviendo el punto decimal nueve posiciones a la izquierda y agregando ceros:

  [image: ]


  


  III.10 LOGARITMOS


  Sea la expresión: [image: ], con [image: ] y [image: ].


  Se denomina logaritmo base [image: ] del número [image: ] al exponente [image: ] al que hay que elevar la base para obtener dicho número. Es decir:


  [image: ]


  que se lee como "el logaritmo base [image: ] del número [image: ] es [image: ] ” y como se puede apreciar, un logaritmo representa un exponente.


  La constante [image: ] es un número real positivo distinto de uno, y se denomina base del logaritmo. La potencia [image: ] para cualquier valor real de [image: ] solo tiene sentido si [image: ].


  Ejemplos.


  1)[image: ][image: ][image: ]

  2)[image: ][image: ][image: ]

  3)[image: ][image: ][image: ]

  4)[image: ][image: ][image: ]

  5)[image: ][image: ][image: ]


  Logaritmos Decimales:


  Se llaman logaritmos decimales a los logaritmos que tienen por base el número diez. Al ser muy habituales es frecuente no escribir la base:


  [image: ]


  Logaritmos Naturales:


  Se llaman logaritmos naturales (también llamados neperianos) a los logaritmos que tienen por base el número irracional [image: ], y se denotan como [image: ] o por [image: ]:


  [image: ]


  Ejemplos.


  [image: ]

  [image: ]


  Para potencias enteras de diez, los logaritmos decimales cumplen con:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Los logaritmos decimales de los números comprendidos entre otros dos, cuyos logaritmos decimales son números enteros, son números decimales. Todo número decimal se compone de parte entera y parte decimal. La parte entera recibe el nombre de característica y la parte decimal, mantisa.


  La parte entera del logaritmo o característica depende del intervalo en el que se defina el número y la parte decimal o mantisa del valor de las cifras significativas del número.


  Por ejemplo, para [image: ], la característica es [image: ] y la mantisa es [image: ].


  La mantisa siempre es positiva, pero la característica puede ser cero si el número está comprendido entre [image: ] y [image: ], es positiva, sí el número es mayor que [image: ] o negativa si el número es menor que[image: ]. Las potencias de [image: ] sólo tienen característica, su mantisa es [image: ]. En el logaritmo de un número menor que[image: ]la característica es negativa, pero la mantisa es positiva. Por ejemplo [image: ] y no puede escribirse como [image: ], pues esto indica que tanto la característica como la mantisa son negativas. El modo correcto de escribirlo, indicando que sólo la característica es negativa, es [image: ].


  Ejemplos.


  1) Para [image: ], la característica es [image: ]

  2) Para [image: ], la característica es [image: ]

  3) Para [image: ], la característica es [image: ]


  Las propiedades de los logaritmos son las siguientes:


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]

  4)[image: ]

  5)[image: ]

  6)[image: ]


  Ejemplos.


  Comprobar las propiedades de los logaritmos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]

  que equivale a calcular: [image: ]

  4)[image: ]

  que equivale a calcular: [image: ]

  5)[image: ]

  que equivale a calcular: [image: ]

  6)[image: ]

  que equivale a calcular: [image: ]


  Ejemplo.


  Aplicando las propiedades de los logaritmos, simplificar la siguiente expresión:[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  


  Ejemplo.


  Sabiendo que [image: ] y que [image: ], aplicando las propiedades de los logaritmos y sin usar la calculadora, determinar los valores aproximados de: [image: ], [image: ], [image: ], [image: ].


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Un antilogaritmo es el número que corresponde a un logaritmo dado. Consiste en el problema inverso al cálculo del logaritmo de un número. Esto es:


  [image: ]


  es decir, consiste en elevar la base al número que resulta.


  Ejemplo.


  [image: ]


  Cambio de Base:


  Dada una base conocida [image: ], para calcular un logaritmo de un número [image: ] en cualquier base [image: ], se aplica la siguiente expresión: [image: ].


  


  Por conveniencia, la base elegida para [image: ] generalmente es la diez, así que la expresión queda como:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Calcular: [image: ]


  Solución: se identifican las variables: [image: ]


  [image: ]


  Comprobación: [image: ]


  


  III.11 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) Con los siguientes conjuntos, hacer un cuadro sinóptico que incluya su definición formal, establecer como se denotan y enlistar las propiedades para la suma y el producto:


  
    	Números naturales


    	Números primos


    	Números enteros


    	Números racionales


    	Números irracionales


    	Números reales

  


  2) ¿Se puede restar en los números naturales? ¿por qué?

  3) Determinar la divisibilidad del número: [image: ]

  4) Calcular todos los divisores del número [image: ].

  5) Obtener el mínimo común múltiplo de los números [image: ], [image: ] y [image: ]

  6) ¿Se puede dividir en los números enteros? ¿por qué?

  7) ¿Cuáles son las dos formas de representar a los números racionales?

  8) ¿Cómo se sabe que una fracción es exacta?

  9) Convertir el número [image: ] a decimal.

  10) Convertir el número [image: ] a fraccionario

  11) Simplificar la fracción [image: ]

  12) Dadas las fracciones [image: ] y [image: ], determinar cuál es más grande.


  
    	Resolver las siguientes operaciones con números racionales:

  


  13)[image: ]

  14)[image: ]

  15)[image: ]

  16) ¿Qué es una razón?

  17) ¿Qué es una proporción?

  18) ¿Cuál es la diferencia entre una magnitud directamente proporcional y una inversamente proporcional?

  19) Si en [image: ] casas habitan [image: ] personas, ¿cuántas habitan en cinco casas?

  20) Si tres obreros ensamblan un automóvil en seis días, ¿cuánto tiempo tardarían nueve obreros?

  21) ¿Cómo se clasifican los números irracionales?

  22) En términos generales, ¿cómo se puede saber si un radical de índice n existe?

  23) ¿Existe la división por cero? Explicar con lujo de detalle

  24) ¿En qué consiste la propiedad de tricotomía en los números reales?

  25) Ubicar de forma aproximada los siguientes números en la recta real: [image: ]

  26) ¿Cuáles son las únicas dos operaciones que no se pueden efectuar con los números reales?

  27) ¿Cuáles son los números más completos que existen?


  
    	Identificar el sistema numérico al que pertenecen los siguientes números:

  


  28)[image: ]

  29)[image: ]

  30)[image: ]

  31)[image: ]

  32)[image: ]

  33)[image: ]

  34) Explicar con palabras propias el concepto de valor absoluto.

  35) Obtener los valores absolutos de los siguientes números: [image: ]

  36) Definir los diferentes tipos de intervalos.

  37) Graficar los siguientes intervalos: [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]

  38) Expresar y explicar con detalle las siete leyes de los exponentes.


  
    	Resolver los siguientes ejercicios aplicando las leyes de exponentes correspondientes:

  


  39)[image: ]

  40)[image: ]

  41)[image: ]

  42)[image: ]

  43)[image: ]

  44)[image: ]

  45)[image: ]

  46)[image: ]

  47)[image: ]

  48)[image: ]


  
    	Transformar las siguientes expresiones sólo con exponentes positivos:

  


  49)[image: ]

  50)[image: ]

  51)[image: ]

  52) ¿Qué es la notación científica?


  
    	Expresar los siguientes números en notación científica:

  


  53)[image: ]

  54)[image: ]


  
    	Transformar a notación normal los siguientes números expresados en notación científica:

  


  55)[image: ]


  56)[image: ]


  57) ¿Qué es el logaritmo de un número?


  58) Expresar en forma de logaritmos las siguientes potencias: [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] y [image: ]


  59) ¿Cuál es la diferencia entre los logaritmos decimales y los logaritmos naturales?


  60) ¿Qué es la característica y la mantisa de un logaritmo decimal?


  61) Explicar las seis propiedades de los logaritmos


  62) Aplicando las propiedades de los logaritmos, simplificar la siguiente expresión: [image: ]


  63) Sabiendo que [image: ] y que [image: ], aplicando las propiedades de los logaritmos y sin usar la calculadora, determinar los valores aproximados de: [image: ], [image: ], [image: ], [image: ].


  64) ¿Qué es el antilogaritmo de un número?


  65) Calcular: [image: ]


  


  1Existen autores que definen al conjunto de los números naturales como aquellos que sirven para contar, por lo que inician en el uno. Si incluyen al cero lo definen como conjunto de números naturales ampliados o como números completos.[regresar]


  2Se utiliza esta letra porque es la letra inicial de la palabra de origen alemán Zahlen, que significa número.[regresar]


  3Los números enteros son racionales, pues se pueden expresar como cociente de ellos mismos por la unidad y en otros cocientes equivalentes como: [image: ][regresar]


  4La sección áurea es la división armónica de un segmento en media y extrema razón. Es decir, que el segmento menor es al segmento mayor, como este es a la totalidad. De esta manera se establece una relación de tamaños con la misma proporcionalidad entre el todo dividido en mayor y menor. Matemáticamente es el resultado de la expresión: [image: ][regresar]


  5El punto [image: ] se ubicó de forma aproximada a su valor de -1.4142. Sin embargo, también se puede obtener aplicando el Teorema de Pitágoras trazando un triángulo cuya base o cateto adyacente es -1y cuya altura o cateto opuesto es 1y desde el origen se trazó con un compás un arco de circunferencia en sentido inverso a las manecillas del reloj (por ser negativo). El punto en que cruza la recta es su representación en la recta numérica.[regresar]


  OPERACIONES CON MONOMIOS Y POLINOMIOS

  UNIDAD IV


  


  IV.1 OPERACIONES CON MONOMIOS


  Una variable es un elemento de una fórmula, proposición o algoritmo que puede adquirir o ser sustituido por un valor cualquiera.


  Un coeficiente es un factor multiplicativo que pertenece a una variable.


  Una constante es un valor fijo, aunque a veces no determinado.


  Expresiones algebraicas son todas aquellas que combinan constantes y variables mediante operaciones.


  Ejemplos.


  1)[image: ], el coeficiente es [image: ] y las variables son [image: ]

  2)[image: ], los coeficientes son [image: ] y [image: ]; las variables son [image: ] y [image: ]


  Un término algebraico es cada sumando de una expresión algebraica.


  
    	Grado absoluto. Es la suma de los exponentes de las literales que forman al término.


    	Grado relativo. Es aquel exponente que tiene una literal específica.

  


  Ejemplos.


  1) En el término [image: ], el grado absoluto es [image: ] y el grado relativo de la literal [image: ] es [image: ].

  2) En el término [image: ], el grado absoluto es [image: ] y el grado relativo de la literal [image: ] es [image: ].


  Se define como monomios a las expresiones algebraicas que constan de un solo término.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]


  El valor numérico de un monomio es el número que se obtiene al sustituir las literales por valores específicos, después de efectuar las operaciones indicadas.


  Ejemplos.


  1) Si en el monomio [image: ], las literales toman los valores [image: ] y [image: ], su valor numérico es: [image: ]

  2) Si en el monomio [image: ], las literales toman los valores [image: ], [image: ] y [image: ], su valor numérico es: [image: ]


  Términos semejantes. Son aquellos que tienen la parte literal igual. Dos o más términos son semejantes cuando tienen la misma parte literal, es decir, las mismas literales elevadas a los mismos exponentes.


  Ejemplos.


  1)[image: ]y[image: ] son términos semejantes

  2)[image: ] y [image: ] son términos semejantes

  3)[image: ]y[image: ] no son términos semejantes


  


  Suma de monomios


  Para sumar monomios tienen que ser semejantes. El resultado es un monomio semejante a ellos que tiene por coeficiente la suma de los coeficientes de cada monomio.


  Ejemplos.


  Sumar los siguientes monomios:


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]


  


  Resta de monomios


  Para restar monomios también es necesario que sean semejantes. El resultado es un monomio semejante a ellos que tiene por coeficiente la resta de los coeficientes de cada monomio.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]


  


  Multiplicación de monomios


  Para multiplicar monomios no es necesario que sean semejantes. Una vez que se aplican las leyes de los exponentes que se requieran, se multiplican los coeficientes y se suman los exponentes de cada literal.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]


  


  División de monomios


  Para dividir dos monomios, tampoco es necesario que sean semejantes. Una vez que se aplican las leyes de los exponentes que se requieran, se dividen los coeficientes y se restan los exponentes de cada literal.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]


  


  IV.2 OPERACIONES CON POLINOMIOS


  Un polinomio en [image: ] de grado [image: ] es una expresión del tipo:


  [image: ]


  donde [image: ] N y [image: ] son coeficientes reales y se lee como “[image: ] de [image: ]”.


  El grado de un polinomio con respecto a una literal es el mayor exponente de sus términos.


  Ejemplos.


  1)[image: ] el grado es [image: ]

  2)[image: ] el grado es [image: ]

  3)[image: ] el grado con respecto a [image: ] es [image: ]


  Para ordenar un polinomio con respecto a una literal, se puede efectuar de manera descendente (posicionándola de mayor a menor grado) o de forma ascendente (ubicándola de menor a mayor grado).


  Ejemplos.


  1) El polinomio [image: ] ordenado de forma descendente es:

  [image: ]


  2) El polinomio [image: ] ordenado de forma ascendente con respecto a [image: ] es:

  [image: ]


  Completar un polinomio es añadir los términos intermedios que falten poniendo de coeficiente [image: ].


  Ejemplo.


  El polinomio [image: ] ordenado de forma descendente y completándolo es:

  [image: ]


  


  Suma de polinomios


  Para sumar polinomios se suprimen los signos de agrupación precedidos del signo [image: ], dejando el mismo signo de cada uno de los términos que se hallan dentro de él y se simplifican los términos que sean semejantes.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

   [image: ]

  3)[image: ]

   [image: ]

  4)[image: ]

   [image: ]


  


  Resta de polinomios


  Para restar polinomios se suprimen los signos de agrupación precedidos del signo (-), cambiando el signo de cada uno de los términos del sustraendo y se simplifican los términos que sean semejantes.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

   [image: ]

  2)[image: ]

   [image: ]

   [image: ]

  3)[image: ]

   [image: ]

   [image: ]

  4)[image: ]

   [image: ]


  


  Producto de un monomio por un polinomio


  Para multiplicar un monomio por un polinomio se multiplican todos los términos del polinomio por el monomio, es decir, es una suma de producto de monomios.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

   [image: ]

  2)[image: ]

   [image: ]

  3)[image: ]

   [image: ]

  4)[image: ]


  


  Multiplicación de dos polinomios


  Para multiplicar dos polinomios se aplica la propiedad distributiva del producto sobre la suma, esto es, se multiplican todos los términos del segundo polinomio por cada uno de los términos del primero y se reducen los términos semejantes. La multiplicación de polinomios es distributiva respecto a la adición.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

   [image: ]

  2)[image: ]

   [image: ]

  3)[image: ]

   [image: ]


  


  División de un polinomio por un monomio


  Para dividir un polinomio por un monomio, se divide cada término del dividendo por el divisor, es decir, es una suma de cociente de monomios.


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]

   [image: ]


  


  Cociente de dos polinomios


  Para dividir dos polinomios se efectúa el siguiente procedimiento:


  
    	Se ordenan los polinomios de forma descendente con respecto al grado de una misma variable.


    	Se divide el primer término del dividendo por el primer término del divisor y se obtiene el primer término del cociente.


    	Se resta del dividendo el producto del primer término del cociente por el divisor y se obtiene el primer residuo (esto implica cambiar todos los signos del producto efectuado y reducir términos semejantes con el dividendo).


    	Se bajan los términos restantes del dividendo sumándolos al residuo anterior.


    	Se divide el primer término del residuo por el primer término del divisor, obteniendo así el segundo término del cociente.


    	Se procede de forma análoga hasta obtener un residuo nulo o de grado inferior al del divisor.


    	Comprobar el resultado mediante el algoritmo: (cociente)(divisor) + residuo = dividendo

  


  Ejemplos.


  1)[image: ] por [image: ]


  Solución.


  [image: ]



  Comprobación: [image: ]

              [image: ]


  2) Dividir [image: ] por [image: ]


  Solución.


  [image: ]



  Comprobación: [image: ]

              [image: ]


  3) Dividir [image: ] por [image: ]


  Solución.


  Completando el polinomio y efectuando la división:


  [image: ]



  Comprobación: [image: ]

              [image: ]


  4) Dividir [image: ] por [image: ]


  Solución.


  [image: ]



  Comprobación: [image: ]

              [image: ]


  5) Dividir [image: ] por [image: ]


  Solución.


  La división se ejecutará respecto a la variable [image: ]:


  [image: ]



  Comprobación: [image: ]

              [image: ]


  


  IV.3 VALOR Y GRÁFICA DE POLINOMIOS EN UNA SOLA VARIABLE


  Dado un polinomio de la forma:


  [image: ]


  Se conoce como valor de un polinomio [image: ] para [image: ], al valor numérico que toma el polinomio cuando se sustituye la variable, [image: ], por el número [image: ] y se realizan las operaciones. Se denota como [image: ] y se lee “[image: ] de [image: ]”.


  Ejemplos.


  1) Evaluar el polinomio [image: ] para [image: ].


  Solución.


  [image: ]



  2) Evaluar el polinomio [image: ] para [image: ].


  Solución.


  [image: ]



  3) Evaluar el polinomio [image: ] para [image: ].


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]


  Como se definió en el subtema I.6, el plano cartesiano es un sistema formado por dos ejes numéricos reales perpendiculares donde su origen es el punto en que se cruzan. El eje horizontal [image: ] recibe el nombre de eje de las abscisas y el eje vertical [image: ] recibe el nombre de eje de las ordenadas.


  La gráfica de un polinomio está formada por el conjunto de parejas coordenadas [image: ] que cumplen o satisfacen la regla de correspondencia [image: ].


  Los polinomios [image: ] pueden evaluarse para todo [image: ] R y por ello se unen los puntos obtenidos para obtener sus gráficas.


  Para fines prácticos, para valores diferentes de [image: ] se pueden obtener los valores de [image: ], generando puntos de coordenadas [image: ] que se localizan en el plano coordenado y que al unirse conforman su gráfica.


  La variable [image: ] recibe el nombre de variable independiente y a [image: ] se le conoce como variable dependiente, es decir, que está en función de la variable [image: ].


  Ejemplo.


  Tabular y graficar los siguientes polinomios en los intervalos pedidos:


  1)[image: ] en el intervalo [image: ]


  Solución.


  Tabulando con los valores enteros del intervalo:


  [image: ]



  [image: ]


  2)[image: ] en el intervalo [image: ]


  Solución.


  Tabulando con los valores enteros del intervalo:


  [image: ]



  [image: ]


  3)[image: ] en el intervalo [image: ]


  Solución.


  Tabulando con los valores enteros del intervalo:


  [image: ]



  [image: ]


  4)[image: ] en el intervalo [image: ]


  Solución.


  Tabulando en con los valores enteros del intervalo:


  [image: ]



  [image: ]


  


  IV.4 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1)¿Qué es una expresión algebraica?


  
    	Dada la expresión [image: ] identificar:

  


  2)Las partes numéricas

  3)Las partes literales

  4)El grado absoluto del tercer término

  5)El grado relativo de la literal [image: ]

  6)¿Un monomio es una expresión algebraica de un solo término?

  7)Obtener el valor numérico del monomio [image: ], si las literales toman los valores [image: ] y [image: ]

  8)¿Cómo se sabe si dos términos son semejantes?

  9)Efectuar la siguiente suma de monomios: [image: ]

  10)Realizar la siguiente resta de términos: [image: ]

  11)Multiplicar los siguientes monomios: [image: ]

  12)Dividir los siguientes términos: [image: ]

  13)¿Qué es un polinomio?


  
    	Dado el polinomio [image: ]

  


  14)Determinar su grado con respecto a [image: ]

  15)Ordenarlo con respecto a [image: ]

  16)Completarlo con respecto a [image: ].


  
    	Sumar los siguientes polinomios:

  


  17)[image: ]

  18)[image: ]

  19)[image: ]

  20)[image: ]


  
    	Restar los siguientes polinomios:

  


  21)[image: ]

  22)[image: ]

  23)[image: ]

  24)[image: ]


  
    	Efectuar las siguientes operaciones:

  


  25)[image: ]

  26)[image: ]

  27)[image: ]

  28)[image: ]


  
    	Multiplicar los siguientes polinomios:

  


  29)[image: ]

  30)[image: ]

  31)[image: ]

  32)[image: ]


  
    	Efectuar las siguientes operaciones:

  


  33)[image: ]

  34)[image: ]

  35)[image: ]

  36)[image: ]

  37)Explicar la metodología para dividir dos polinomios


  
    	Dividir los siguientes polinomios:

  


  38)[image: ]

  39)[image: ]

  40)[image: ]

  41)[image: ]


  
    	Tabular y graficar los siguientes polinomios en los intervalos pedidos:

  


  42)[image: ] en el intervalo [image: ]

  43)[image: ] en el intervalo [image: ]

  44)[image: ] en el intervalo [image: ]

  45)[image: ] en el intervalo [image: ]


  PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACIÓN

  UNIDAD V


  


  V.1 PRODUCTOS NOTABLES


  Tanto en la multiplicación algebraica como en la aritmética se sigue un algoritmo cuyos pasos conducen al resultado. Sin embargo, existen productos algebraicos que responden a una regla cuya aplicación simplifica la obtención del resultado. Estos productos reciben el nombre de productos notables.


  Se llama producto notable al que puede ser obtenido sin efectuar la multiplicación término a término. A continuación se describen los más importantes.


  


  V.1.1 CUADRADO DE UN BINOMIO


  El producto de un binomio por sí mismo recibe el nombre de cuadrado de un binomio.


  El desarrollo del cuadrado del binomiose [image: ]puede obtener multiplicando término a término:


  (a+b)2 = (a+b)(a+b)=a2+ ab + ba + b2= a2 + 2ab + b2



  “El cuadrado de un binomio [image: ] es igual al cuadrado del primer término más el doble del producto de los términos más el cuadrado del segundo término”.



  Ahora, al elevar al cuadrado el binomio [image: ], también multiplicando término a término, se obtiene:


  (a - b)2 = (a - b)(a - b) = a2 - ab - ba- b2 = a2 - 2ab +b2



  “El cuadrado de un binomio [image: ] es igual al cuadrado del primer término menos el doble del producto de los términos más el cuadrado del segundo término”.


  En las fórmulas anteriores [image: ] y [image: ] pueden ser cualquier expresión algebraica y tener cualquier signo. Por lo tanto, segunda la fórmula es un caso particular de la primera ya que:


  [image: ]


  Ejemplos.


  1)[image: ]



  2) (2x + 3y)2 = (2x)2 +(2x)(3y) + (3y)2 = 4x2 + 12xy + 9y2


  3)[image: ]



  4) (6k-8m)2=(6k)2+2(6k)(-8m)+(8-m)2= 36k2- 96km +64m2


  5)[image: ]



  6)(7p2 - 9q3)2 = (7p2)2 + 2(7p2)(-9q3+ (9q3)2 = 49 p4 - 126p2q3 + 81 q6


  7)[image: ]



  8)[image: ]


  


  Representación geométrica de [image: ]:


  Consiste en considerar el área de un cuadrado de lados [image: ] y las regiones que estas medidas generan en el cuadrado. Los segmentos [image: ] y [image: ] horizontales y verticales dividen al cuadrado en cuatro áreas menores: dos cuadrados, uno de lado [image: ] y otro menor de lado [image: ], y dos rectángulos de largo [image: ] y ancho [image: ]. La suma de las áreas de estos cuadrados y rectángulos es igual al área total del cuadrado de lado [image: ]:


  [image: ]


  


  Representación geométrica de [image: ]:


  Consiste en considerar el área de un cuadrado de lados [image: ]. Los segmentos [image: ] y [image: ]horizontales y verticales dividen al cuadrado en cuatro áreas menores: dos cuadrados, uno de lado [image: ] y otro menor de lado [image: ], y dos rectángulos de largo [image: ] y ancho [image: ]. La suma de las áreas de estos cuadrados y rectángulos es igual al área total del cuadrado de lado [image: ]. Por lo tanto, el área del cuadrado de [image: ] es igual al área total menos el área de los rectángulos menos el área del cuadrado menor, esto es:


  (a - b)2 = a2 - 2(a - b)b - b2 = a2 - 2ab + 2b2 - b2 = a2 - 2ab + b2


  [image: ]


  


  V.1.2 CUADRADO DE UN POLINOMIO


  El producto de un trinomio por sí mismo recibe el nombre de cuadrado de un trinomio.


  El desarrollo del cuadrado del trinomio [image: ] se puede obtener de la siguiente forma:


  (a+b+c)2 = [(a+b)+c]2 = (a+b)2 + 2(a+b)c+c2= a2 + 2ab + b2 + 2ac + 2bc + c2


  ordenando se tiene


  [image: ]


  Por su parte, el desarrollo del cuadrado del polinomio de cuatro términos[image: ]se puede obtener de la siguiente forma:


  (a+b+c+d)2 = [(a+b) + (c+d)]2 = (a+b)2 + 2(a+b)(c+d)+(c+d)2


          [image: ]



  ordenando se llega a:


  (a+b+c+d)2 = a2 + b2+ c2 + d2 + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd


  En general, el cuadrado de un polinomio está dado por la suma de los cuadrados de cada uno de sus términos más el doble producto algebraico de sus términos, tomados de dos en dos.


  Ejemplos.


  1)(a + 2b +3c)2 = a2 + (2b)2 + 3(c)2+ 2(a)(2b)+ 2(a)(3c) + 2(2b)(3c)

             [image: ]


  2)(5x-8y-6z)2=(5x)2+(-8y)2+(-6z)2+2(5x)(-8y)+2(5x)(-6z)+2(-8y)(-6z)

           [image: ]


  3)[image: ][image: ]

  [image: ][image: ]


  4)(4a-7b+9c-5d)2=(4a)2+(-7b)2 + (9c)2+ (-5d)2 + 2(4a)(-7b)+2(4a)(-7b)+2(4a) +(9c)+



               2(4a(-5d)+2(-7b)(9c)+(2(-7b)(-5d)+2(9c)(-5d)


               16a2+49b2+81c2+25d22-56ab+72ac-40ad-126bc+70db-90cd


  (2p3+6q-10r2+t)2=(2p3)2+(6q)2+(-10r2)2+t2+2(2p3)(6q)+2(2p3)(-10r2)+2(2p3)t)+


              [image: ]



              =4p6+36q2+100r4+t2+24p3q-40p3r2+4p3t-120qr2+12qt-20r2t


  6)[image: ][image: ]



  [image: ][image: ]

   [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ][image: ]


  


  V.1.3 PRODUCTO DE DOS BINOMIOS CONJUGADOS


  Dos binomios son conjugados si difieren sólo por el signo de uno de sus términos.


  Ejemplos.


  1)[image: ] y [image: ]

  2)[image: ] y [image: ]


  Al efectuar el producto de un binomio [image: ] por su conjugado [image: ], se tiene:


  [image: ]


  esto significa que el producto de dos binomios conjugados es igual a la diferencia de los cuadrados de sus términos.


  Esto es:


  [image: ]


  Ejemplos.


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3)[image: ]

  4)[image: ]

  5)[image: ]

  6)[image: ]

  7)(10r2t3v4+12s2u5w)(10r2t3v4-12s2u5w)=100r4t6v8-144s4u100w2


  8)[image: ]



  La representación del producto de dos binomios conjugados se efectúa a partir de un cuadrado de lado [image: ] y un cuadrado interior de lado [image: ]. El área sombreada representa[image: ] y está dada por la suma de los rectángulos [image: ] y [image: ], esto es, [image: ]:


  [image: ]


  


  V.1.4 PRODUCTO DE DOS BINOMIOS CON UN TÉRMINO COMÚN


  Este producto notable corresponde a la multiplicación de binomios cuyo término común es [image: ] de la forma [image: ]por [image: ]. Al desarrollar el producto se tiene: [image: ], que se puede agrupar como sigue:


  [image: ]


  Esto significa que el producto de binomios con un término común es el cuadrado del término común, más la suma de los términos distintos multiplicada por el término común y más el producto de los términos distintos.


  Ejemplos. 


  1)[image: ]

  2)[image: ]

  3) (2b+5)(2b+3)=(2b)2+(5+3)(2b)=4b2+16b+15

  [image: ]

  

  4)(3z-6)(3z-7)= (3z)2+(-6-7)(3z)+(-6)(-7)=9z2-39z+42

  5)[image: ][image: ]

  6)[image: ][image: ]

  7)[image: ][image: ]

  8)(-k+5)(-k+12) = (-k)2+(5+12)(-k)+(5)(12) = k2-17k+60

  



  Para representar el producto de dos binomios con un término común se utiliza un cuadrado de lado [image: ]. A uno de los lados se le agrega una cantidad [image: ]y a otro se le agrega una cantidad [image: ], por lo que se forma una superficie con cuatro regiones:


  [image: ]


  El área total que es [image: ], también está dada por la suma de cada una de las áreas, es decir [image: ], que en forma simplificada es: [image: ].


  


  V.1.5 CUBO DE UN BINOMIO


  El desarrollo del cubo del binomio [image: ]se puede obtener multiplicando este binomio por su cuadrado:


  [image: ]

  [image: ]


  que simplificado es:


  [image: ]


  Por su parte, el desarrollo del cubo del binomio [image: ], se obtiene de forma similar:


  [image: ]

  [image: ]


  que simplificado es:


  [image: ]


  En las fórmulas anteriores [image: ]y [image: ]pueden ser cualquier expresión algebraica y tener cualquier signo. Por lo tanto, segunda la fórmula es un caso particular de la primera ya que:


  [image: ][image: ]


  Considerando lo anterior, se aprecia que el desarrollo anterior presenta la siguiente estructura:


  El cubo de la suma de dos términos es igual al cubo del primer término más el triple del cuadrado del primer término por el segundo más el triple del primer término por el cuadrado del segundo más el cubo del segundo término.


  Ejemplos.


  1)[image: ][image: ]


  2)[image: ][image: ]

  [image: ]


  3)[image: ][image: ]

   [image: ]


  4)[image: ]

   [image: ][image: ]


  5)[image: ]

   [image: ]

   [image: ][image: ]


  6)[image: ][image: ]

   [image: ][image: ]


  7)[image: ]

   [image: ][image: ]


  8)[image: ][image: ]

  [image: ][image: ]


  


  V.1.6 CUBO DE UN TRINOMIO


  El desarrollo de un cubo de trinomio [image: ]se obtiene multiplicando este trinomio por su cuadrado:


  [image: ][image: ]

   [image: ][image: ]

  [image: ]


  simplificado queda como:


  [image: ][image: ]


  El resultado consta de diez términos y presenta la siguiente estructura:


  El cubo de un trinomio es igual a la suma de los cubos de cada uno de los términos, más el triple producto del cuadrado de cada término por cada uno de los términos restantes más seis veces el producto de los tres términos.


  Ejemplos.


  1)[image: ][image: ]

   [image: ]

   [image: ][image: ]

   [image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]


  2)[image: ][image: ]

   [image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ][image: ]


  3)[image: ][image: ]

   [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  4)[image: ][image: ]

   [image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ][image: ]

   [image: ]

  [image: ][image: ]

   [image: ]


  


  V.1.7 SUMA Y RESTA DE CUBOS


  Para obtener la suma de dos cubos de la forma [image: ]se efectúa el siguiente producto:


  [image: ]


  cuyo desarrollo es: [image: ]


  y simplificando se tiene: [image: ]


  Esto significa que:


  La suma de los cubos de dos términos es igual al producto de la suma de los términos, por un trinomio formado por el cuadrado del primer término, menos el producto de los dos, más el cuadrado del segundo.


  Es decir:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Comprobar que los productos indicados representan la suma de dos cubos.


  1)[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  2)[image: ]


  Solución:


  [image: ][image: ]

   [image: ]


  3)[image: ]


  Solución:


  [image: ][image: ]

  [image: ]


  Similarmente, para obtener la diferencia de dos cubos de la forma [image: ]se efectúa el siguiente producto:


  [image: ]


  cuyo desarrollo es: [image: ]


  y simplificando se tiene: [image: ]


  Esto significa que:


  La diferencia de los cubos de dos términos es igual al producto de la diferencia de los términos, por un trinomio formado por el cuadrado del primer término, más el producto de los dos, más el cuadrado del segundo.


  Es decir:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Comprobar que los productos indicados representan la diferencia de dos cubos


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ][image: ]


  2) [image: ]


  Solución:


  [image: ][image: ]

  [image: ]


  3) [image: ]


  Solución:


  [image: ][image: ]

   [image: ]


  


  V.1.8 BINOMIO DE NEWTON


  El teorema del binomio, también llamado binomio de Newton, expresa la enésima potencia de un binomio como un polinomio. El desarrollo del binomio [image: ]posee singular importancia ya que aparece con mucha frecuencia en Matemáticas y posee diversas aplicaciones en otras áreas del conocimiento.


  Si el binomio de la forma [image: ]se multiplica sucesivamente por si mismo se obtienen las siguientes potencias:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]


  


  De los desarrollos anteriores, se observa que:


  
    	El desarrollo de [image: ]tiene [image: ]términos


    	El exponente de [image: ]empieza con [image: ]en el primer término y va disminuyendo en uno con cada término, hasta cero en el último


    	El exponente de [image: ]empieza con cero en el primer término y va aumentando en uno con cada término, hasta [image: ]en el último


    	Para cada término la suma de los exponentes de [image: ]y [image: ]es [image: ]


    	El coeficiente del primer término es uno y el del segundo es [image: ]


    	El coeficiente de un término cualquiera es igual al producto del coeficiente del término anterior por el exponente de [image: ]dividido entre el número que indica el orden de ese término


    	Los términos que equidistan de los extremos tienen coeficientes iguales.

  


  Ejemplo.


  [image: ][image: ]

   [image: ]


  Aplicando las consideraciones expuestas en los incisos para el caso general se tiene:


  [image: ][image: ]

   [image: ]


  Se define como factorial de un número natural [image: ]al producto de [image: ]por todos los números que le preceden hasta el uno. Se denota mediante [image: ] :


  [image: ]


  Por definición, el factorial de cero es uno: [image: ]


  Ejemplos.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Ahora, si se introduce la notación factorial, la fórmula del binomio puede escribirse así:


  [image: ][image: ]

  [image: ]


  Ejemplos.


  1) Obtener el desarrollo de [image: ]


  Solución.


  Haciendo [image: ], [image: ]y [image: ]


  Aplicando la fórmula se tiene:


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]

   [image: ][image: ]

  [image: ]


  2) Hallar la expansión de [image: ]


  Solución.


  Haciendo [image: ], [image: ]y [image: ]


  Aplicando la fórmula se tiene:


  [image: ][image: ]

   [image: ]

   [image: ][image: ]

  [image: ]


  En el desarrollo binomial:


  [image: ][image: ][image: ]


  Analizando las características del desarrollo y si se decide llamar a un término cualquiera del desarrollo como r-ésimo término, se observa que:


  
    	El exponente de [image: ]es: [image: ]


    	El exponente de [image: ]es: [image: ]


    	El denominador del coeficiente es: [image: ]


    	El numerador del coeficiente es: [image: ]

  


  En consecuencia el r-ésimo término de la expansión de[image: ]es:


  [image: ]


  Ejemplos.


  1) Encontrar el tercer término del desarrollo [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  Aplicando la expresión se tiene: [image: ]


  2) Calcular el sexto término del desarrollo [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  Aplicando la expresión se tiene: [image: ]


  El triángulo de Pascal es un esquema que tiene como característica que cada uno de los componentes de sus filas representa los coeficientes del desarrollo binomial.


  Se construye de la siguiente manera: Se empieza por el [image: ]de la cumbre. De una fila a la siguiente se escriben los números con un desfase de medio lugar o casilla para que cada casilla tenga dos números justo arriba, en la fila anterior. Cada extremo de la fila tiene un [image: ]y el valor que se escribe en una casilla es la suma de los números que están encima.


  Después, se efectúa una relación entre los números del triángulo de Pascal y la suma de las potencias de [image: ]y [image: ], de forma que los coeficientes se asignan en el mismo orden en que aparecen. Gráficamente esto es:


  [image: ]


  Por ejemplo, para encontrar los coeficientes del desarrollo [image: ], se le aplican los factores de la séptima fila, tal y como se muestra en la siguiente figura:


  [image: ]


  Ejemplos.


  1) Aplicar el triángulo de Pascal para desarrollar [image: ]


  Solución.


  Ubicando los coeficientes respectivos se tiene:


  [image: ][image: ]

   [image: ][image: ]

  [image: ]


  2) Encontrar la expansión de [image: ]aplicando el triángulo de Pascal.


  Solución.


  Ubicando los coeficientes respectivos se tiene:


  [image: ][image: ]

   [image: ]

   [image: ][image: ]

   [image: ]

   [image: ][image: ]

   [image: ]


  


  V.2 FACTORIZACIÓN


  Un factor es cada uno de los números que se multiplican para formar un producto.


  Ejemplo.


  Sean los siguientes productos:


  [image: ], por lo que factores de [image: ]son [image: ]y [image: ].

  [image: ], por lo que factores de [image: ]son [image: ]y [image: ].

  [image: ], por lo que factores de [image: ]son [image: ], [image: ]y [image: ].


  Nótese como el número [image: ]aparece como factor común de [image: ], [image: ]y [image: ]porque cada uno de estos números se divide exactamente entre dicho factor común.


  Cuando una expresión algebraica está contenida exactamente en todos y cada uno de los términos de un polinomio, se dice que es factor común de ellos.


  Ejemplos.


  1) El término [image: ]es factor común de [image: ], de [image: ]y de [image: ]porque cada monomio puede expresarse como el producto de [image: ]por otro término, es decir:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  2) El término [image: ]es factor común de [image: ], de [image: ]y de [image: ]porque cada monomio puede expresarse como el producto de [image: ]por otro término, es decir:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Factorizar es el proceso que permite descomponer en factores una expresión matemática. Esto significa que factorizar es convertir una expresión en el producto indicado de sus factores.


  En toda expresión debe obtenerse la máxima factorización posible. Los tipos de factorización más utilizados se exponen a continuación.


  


  V.2.1 MONOMIO COMO FACTOR COMÚN


  Para encontrar el factor común de los términos de un polinomio se busca el máximo común divisor (MCD) de los coeficientes de todos los términos, y de las literales que aparezcan en todos los términos, se escogen las que tengan el menor exponente.


  Ejemplos.


  Factorizar los siguientes polinomios.


  1)[image: ]


  El MCD de los coeficientes es [image: ], y las literales de menor exponente que aparecen en todos los términos son: [image: ]y [image: ], por lo que el factor común es: [image: ]


  Así que: [image: ]


  2) [image: ]


  El MCD de los coeficientes es [image: ], y las literales de menor exponente que aparecen en todos los términos son: [image: ],[image: ] y [image: ], por lo que el factor común es: [image: ]


  Así que: [image: ][image: ]


  3) [image: ]

  4) [image: ]

  5) [image: ][image: ]

  6) [image: ][image: ]

  7) [image: ]

  8) [image: ][image: ]


  Nótese como no aparece en el factor común la literal [image: ]ya que no está en todos los términos del polinomio.


  


  V.2.2 POLINOMIO COMO FACTOR COMÚN


  En una expresión, cuando el máximo común divisor (MCD) de todos los términos es un polinomio entonces se puede descomponer como el producto de este factor común por un polinomio cuyo resultado sea la expresión original, tal y como se muestra a continuación.


  Ejemplos.


  Factorizar las siguientes expresiones.


  1) [image: ]


  El MCD de los todos los términos es: [image: ]


  Así que: [image: ]


  2) [image: ]


  El MCD de los todos los términos es: [image: ]


  Así que: [image: ][image: ]


  3) [image: ]


  Esta expresión puede rescribirse como:


  [image: ]


  por lo que el MCD de los todos los términos es: [image: ]


  Así que: [image: ][image: ]


  4) [image: ]


  Esta expresión puede rescribirse como:


  [image: ]


  El MCD de los todos los términos es: [image: ]


  Así que: [image: ][image: ]


  5) [image: ]

  6) [image: ][image: ]

  7) [image: ][image: ]

  8) [image: ]


  


  V.2.3 FACTORIZACIÓN POR AGRUPACIÓN DE TÉRMINOS


  Existen polinomios cuyos términos no contienen un mismo factor común. En esos casos, se debe factorizar por agrupación, procedimiento que combina los dos métodos anteriores.


  Ejemplos.


  Factorizar los siguientes polinomios:


  1) [image: ]


  Para los primeros dos términos se toma como factor común a [image: ]y para los otros dos a [image: ]:


  [image: ]


  ahora, se factoriza el polinomio [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  2) [image: ]


  El factor común para los primeros dos términos es [image: ]y para los otros dos es [image: ]:


  [image: ]


  después, se factoriza el polinomio [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  3) [image: ]


  Para los primeros dos términos se toma como factor común a [image: ]y para los otros dos a [image: ]:


  [image: ]


  ahora, se factoriza el polinomio [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  4) [image: ]


  El factor común para los primeros dos términos es [image: ]y para los otros dos es [image: ]:


  [image: ]


  después, se factoriza el polinomio [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  5) [image: ]


  Esta expresión puede rescribirse como: [image: ]


  El factor común para los primeros dos términos es [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  6) [image: ][image: ]


  7) [image: ][image: ]

   [image: ]


  8) [image: ][image: ]

   [image: ]


  Otra forma de resolver este ejercicio es escribirlo como [image: ]:


  [image: ][image: ]


  


  V.2.4 FACTORIZACIÓN DE UN TRINOMIO CUADRADO PERFECTO


  Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el producto de dos factores iguales, es decir, es el cuadrado de otra cantidad. Por ejemplo, [image: ]es cuadrado perfecto, ya que es el cuadrado de [image: ].


  Se conoce como trinomio cuadrado perfecto (TCP) al resultado que se obtiene de elevar al cuadrado un binomio:


  [image: ]


  Para identificar si un trinomio es cuadrado perfecto, se debe cumplir que dos de sus términos sean cuadrados perfectos y que el otro término corresponda al doble producto de las raíces cuadradas de los términos cuadráticos.


  Ejemplos.


  Determinar si los siguientes trinomios son cuadrados perfectos.


  1) [image: ]


  Primero se comprueba que dos términos sean cuadrados perfectos:


  [image: ]

  [image: ]


  el doble producto de las raíces cuadradas debe ser igual al otro término:


  [image: ]


  por lo tanto el trinomio, es un TCP.


  2) [image: ]


  Comprueba que dos términos sean cuadrados perfectos:


  [image: ]

  [image: ]


  el doble producto de las raíces cuadradas debe ser igual al otro término:


  [image: ]


  por lo tanto, el trinomio es un TCP.


  3) [image: ]


  Primero se comprueba que dos términos sean cuadrados perfectos:


  [image: ]

  [image: ]


  el doble producto de las raíces cuadradas debe ser igual al otro término:


  [image: ]


  por lo tanto el trinomio no es un TCP.


  


  Para factorizar un trinomio cuadrado perfecto se extrae la raíz cuadrada de los términos que son cuadrados perfectos, se separan por el signo que tiene el término que no lo es y finalmente se eleva el binomio al cuadrado.


  Ejemplos.


  Factorizar los siguientes TCP:


  1) [image: ]


  Se extraen las raíces de los términos cuadrados perfectos:


  [image: ]

  [image: ]


  se separan por el signo del otro término [image: ]y el binomio se eleva al cuadrado: [image: ]


  [image: ]


  2) [image: ]


  Extrayendo las raíces de los términos cuadrados perfectos:


  [image: ]

  [image: ]


  se separan por el signo del otro término [image: ]y el binomio se eleva al cuadrado: [image: ]


  [image: ]


  3) [image: ]


  Se extraen las raíces de los términos cuadrados perfectos:


  [image: ]

  [image: ]


  se separan por el signo del otro término [image: ]y el binomio se eleva al cuadrado: [image: ]


  [image: ]


  4) [image: ]


  5) [image: ]


  6) [image: ]


  7) [image: ]


  8) [image: ][image: ]


  


  Operación: Completar un trinomio cuadrado perfecto


  Ejemplos.


  Completar los siguientes TCP:


  1) [image: ]


  Se extraen las raíces de los términos cuadrados perfectos:


  [image: ]

  [image: ]


  se multiplican estos dos términos y se duplica el resultado: [image: ]


  por lo tanto el TCP completo es: [image: ]


  2) [image: ]


  Las raíces de los términos cuadrados perfectos son:


  [image: ]

  [image: ]


  se multiplican estos dos términos y se duplica el resultado: [image: ]


  por lo tanto el TCP completo es: [image: ]


  3) [image: ]


  Extrayendo las raíces de los términos cuadrados perfectos:


  [image: ]

  [image: ]


  se multiplican estos dos términos y se duplica el resultado: [image: ]


  por lo tanto el TCP completo es: [image: ]


  4) [image: ]


  Se extrae la raíz del término cuadrado perfecto: [image: ]


  se divide el otro término entre la raíz obtenida: [image: ]


  este resultado se divide por dos [image: ]y, finalmente, se eleva al cuadrado: [image: ]


  por lo tanto el TCP completo es: [image: ]


  5) [image: ]


  La raíz del término cuadrado perfecto es: [image: ]


  se divide el otro término entre la raíz obtenida: [image: ]


  este resultado se divide por dos [image: ]y, finalmente, se eleva al cuadrado: [image: ]


  por lo tanto el TCP completo es: [image: ]


  6) [image: ]


  Extrayendo la raíz del término cuadrado perfecto: [image: ]


  se divide el otro término entre la raíz obtenida: [image: ]


  este resultado se divide por dos [image: ]y, finalmente, se eleva al cuadrado: [image: ]


  por lo tanto el TCP completo es: [image: ]


  


  V.2.5 FACTORIZACIÓN DE UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS


  Una diferencia de cuadrados es el resultado del producto de dos binomios conjugados:


  [image: ]


  Esto implica que para factorizar una diferencia de cuadrados, se extraen las raíces cuadradas de los términos y se forma un binomio. Finalmente se expresa el producto de este binomio por su conjugado.


  Ejemplos.


  Factorizar las siguientes expresiones:


  1) [image: ]


  Se extraen las raíces de los términos:


  [image: ]

  [image: ]


  se forma el binomio: [image: ]y se multiplica por su conjugado:


  [image: ]


  por lo que: [image: ]


  2) [image: ]


  Las raíces de los términos son:


  [image: ]

  [image: ]


  se forma el binomio: [image: ]y se multiplica por su conjugado:


  [image: ]


  así que: [image: ]


  3) [image: ]


  4) [image: ]


  5) [image: ]


  6) [image: ][image: ]


  7) [image: ]


  8) [image: ][image: ]


   [image: ][image: ]


  


  V.2.6 FACTORIZACIÓN DE UN TRINOMIO DE LA FORMA [image: ]


  Para factorizar un trinomio de la forma [image: ], donde [image: ]es un cuadrado perfecto y [image: ]natural par, se expresa como producto de dos binomios cuyo primer término para ambos sea la raíz cuadrada de [image: ], es decir, [image: ]. Por su parte, los términos no comunes de este producto de binomios deben cumplir con la doble condición de que su suma sea igual al coeficiente [image: ]y su producto igual al coeficiente [image: ].


  En general:


  
    	Si el término [image: ]es positivo entonces los dos números buscados tienen el mismo signo. Si [image: ]es positivo los números son positivos. Si [image: ]es negativo los números son negativos.


    	Si el término [image: ]es negativo entonces los números buscados tienen signos contrarios y el signo del número más grande es el mismo que el del coeficiente [image: ].

  


  Ejemplos.


  Factorizar los siguientes trinomios:


  1) [image: ]


  La raíz del primer término es: [image: ]


  el término [image: ]es positivo y [image: ]también lo es, por lo que los dos números buscados que sumados sean [image: ]y multiplicados sea [image: ]son positivos. Estos números son [image: ]y [image: ].


  Por lo tanto: [image: ]


  2) [image: ]


  La raíz del primer término es: [image: ]


  el término [image: ]es positivo y [image: ]es negativo, por lo que los dos números buscados que sumados sean [image: ]y multiplicados sea [image: ]son negativos. Estos números son [image: ]y [image: ].


  Por lo tanto: [image: ]


  3) [image: ]


  La raíz del primer término es: [image: ]


  el término [image: ]es negativo y [image: ]es positivo, por lo que los dos números buscados que sumados sean [image: ]y multiplicados sea [image: ]tienen signos contarios y el más grande es positivo. Estos números son [image: ]y [image: ].


  Por lo tanto: [image: ]


  4) [image: ]


  La raíz del primer término es: [image: ]


  el término [image: ]es negativo y [image: ]también lo es, por lo que los dos números buscados que sumados sean [image: ]y multiplicados sea [image: ]tienen signos contarios y el más grande es negativo. Estos números son [image: ]y [image: ].


  Por lo tanto: [image: ]


  5) [image: ]

  6) [image: ]

  7) [image: ]

  8) [image: ]

  9) [image: ]

  10) [image: ]


  


  V.2.7 FACTORIZACIÓN DE UN TRINOMIO DE LA FORMA [image: ]


  Para factorizar un trinomio de la forma [image: ], se efectúa el siguiente procedimiento1:


  
    	Se multiplican todos los términos por el coeficiente [image: ]


    	Se expresa el primer término en forma de cuadrado y para el segundo término se intercambia el coeficiente [image: ]por [image: ]


    	Se factoriza aplicando el caso anterior


    	Se divide el resultado entre [image: ]de forma tal que no quede ningún cociente.

  


  Ejemplos.


  Factorizar los siguientes trinomios:


  1) [image: ]


  Multiplicando los términos del trinomio por [image: ]: [image: ]


  expresando el primer término en forma de cuadrado y para el segundo término se intercambia el coeficiente [image: ]por el [image: ]: [image: ]


  aplicando el caso anterior de factorización se buscan dos números que sumados sean [image: ]y multiplicados sean [image: ]se tiene: [image: ]


  se divide por [image: ]de forma que no queden cocientes: [image: ]


  por lo tanto: [image: ]


  


  2) [image: ]


  Multiplicando los términos del trinomio por [image: ]: [image: ]


  expresando el primer término en forma de cuadrado y para el segundo término se intercambia el coeficiente [image: ]por el [image: ]: [image: ]


  aplicando el caso anterior de factorización se buscan dos números que sumados sean [image: ]y multiplicados sean [image: ]se tiene: [image: ]


  se divide por [image: ]de forma que no queden cocientes: [image: ]


  por lo tanto: [image: ]


  


  3) [image: ]


  Multiplicando los términos del trinomio por [image: ]: [image: ]


  expresando el primer término en forma de cuadrado y para el segundo término se intercambia el coeficiente [image: ]por el [image: ]: [image: ]


  aplicando el caso anterior de factorización se buscan dos números que sumados sean [image: ]y multiplicados sean [image: ]se tiene: [image: ]


  se divide por [image: ]de forma que no queden cocientes:


  [image: ]


  por lo tanto: [image: ]


  


  4) [image: ]


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  5) [image: ]


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  6) [image: ]


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  7) [image: ]


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  8) [image: ]


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  


  V.2.8 FACTORIZACIÓN DEL CUBO DE UN BINOMIO


  Una cantidad es cubo perfecto cuando es el producto de tres factores iguales, es decir, es el cubo de otra cantidad.


  Por ejemplo, [image: ]es cubo perfecto, ya que es el cubo de [image: ].


  El cubo de un binomio es de la forma:


  [image: ]


  y cumple con las siguientes características:


  
    	Posee cuatro términos.


    	El primero como el último término son cubos perfectos


    	El segundo término es el triple producto del cuadrado de la raíz cúbica del primer término por la raíz cúbica del último.


    	El tercer término es el triple producto de la raíz cúbica del primer término por el cuadrado de la raíz cúbica del último.

  


  Para verificar que la factorización de una expresión de cuatro términos es el cubo de un binomio se debe proceder de la siguiente manera:


  
    	Se ordena el polinomio en forma descendente o ascendente respecto a una literal.


    	Se extrae la raíz cúbica del primer y último términos del polinomio.


    	Se observa si todos los signos son iguales o si se alternan.


    	Se triplica el cuadrado de la raíz cúbica del primer término por la raíz cúbica del último y se compara con el segundo término del polinomio dado.


    	Se triplica la raíz cúbica del primer término por el cuadrado de la raíz cúbica del último y se compara con el tercer término de la expresión.


    	Si las dos comparaciones hechas en los pasos previos son iguales, se trata del desarrollo del cubo de un binomio y se factoriza así: se forma un binomio con las raíces cúbicas del primer y último término del polinomio, con los signos que se obtengan (si todos los signos son iguales) o por el signo menos (si los signos se alternan). Finalmente, se eleva el binomio al cubo.

  


  Ejemplos.


  Factorizar los siguientes polinomios:


  1) [image: ]


  Se extraen las raíces cúbicas de los términos extremos:


  [image: ]

  [image: ]


  El triple producto del cuadrado de la raíz cúbica del primer término por la raíz cúbica del último es: [image: ], que es igual al segundo término.


  El triple producto de la raíz cúbica del primer término por el cuadrado de la raíz cúbica del último es: [image: ], que es igual al tercer término.


  Dado que todos los signos son positivos, el binomio al cubo formado por las raíces cúbicas de los extremos es: [image: ], así que: [image: ]


  2) [image: ]


  Se extraen las raíces cúbicas de los términos extremos:


  [image: ]

  [image: ]


  El triple producto del cuadrado de la raíz cúbica del primer término por la raíz cúbica del último es: [image: ], que es igual al segundo término.


  El triple producto de la raíz cúbica del primer término por el cuadrado de la raíz cúbica del último es: [image: ], que es igual al tercer término.


  Dado que los signos se alternan, el binomio al cubo formado por las raíces cúbicas de los extremos es: [image: ], así que: [image: ]


  3) [image: ]


  Se ordena el polinomio con respecto a [image: ]:


  [image: ]


  se extraen las raíces cúbicas de los términos extremos:


  [image: ]

  [image: ]


  El triple producto del cuadrado de la raíz cúbica del primer término por la raíz cúbica del último es: [image: ], que es igual al segundo término.


  El triple producto de la raíz cúbica del primer término por el cuadrado de la raíz cúbica del último es: [image: ], que es igual al tercer término.


  Dado que todos los signos son positivos, el binomio al cubo formado por las raíces cúbicas de los extremos es: [image: ], así que: [image: ]


  4) [image: ]


  Se ordena el polinomio con respecto a [image: ]:


  [image: ]


  se extraen las raíces cúbicas de los términos extremos:


  [image: ]

  [image: ]


  El triple producto del cuadrado de la raíz cúbica del primer término por la raíz cúbica del último es: [image: ], que es igual al segundo término.


  El triple producto de la raíz cúbica del primer término por el cuadrado de la raíz cúbica del último es: [image: ], que es igual al tercer término.


  Dado que los signos se alternan, el binomio al cubo formado por las raíces cúbicas de los extremos es: [image: ], así que: [image: ]


  5) [image: ][image: ]

  6) [image: ][image: ]

  7) [image: ][image: ]

  8) [image: ][image: ]


  


  V.2.9 FACTORIZACIÓN DE LA SUMA O DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IGUALES


  Sea [image: ]un número entero positivo.


  
    	La suma de potencias iguales impares es siempre divisible por la suma de las bases. Esto es: [image: ]es divisible por [image: ]. Por lo tanto: [image: ]


    	La suma de potencias iguales pares, no es divisible ni por la suma ni por la diferencia de las bases a menos de que sea posible transformarla en una suma equivalente de potencias impares.


    	La diferencia de potencias iguales, sean pares o impares, es siempre divisible por la diferencia de las bases. Esto es: [image: ]es divisible por [image: ]. Por lo tanto: [image: ]


    	La diferencia de potencias iguales pares, es siempre divisible por la suma de las bases. Esto es: [image: ]es divisible por [image: ]. Por lo tanto: [image: ]

  


  Ejemplos.


  Factorizar las siguientes sumas de potencias iguales:


  1) [image: ]


  Solución.


  Las potencias son impares, entonces es divisible por [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ], las potencias son impares, entonces es divisible por [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  La expresión es divisible por [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]


  4) [image: ]


  Solución:


  [image: ], las potencias son pares, entonces no es divisible por [image: ]ni por [image: ].


  Sin embargo, [image: ]equivale a [image: ], expresión que es factorizable ya que:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]


  5) [image: ]


  Solución:


  Las potencias son pares, entonces es divisible por [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ].


  La expresión, [image: ]también se puede expresar como [image: ], que es una diferencia de cuadrados, por lo tanto, su máxima factorización es: [image: ]y se puede ver la ventaja sobre el planteamiento anterior para obtener la máxima factorización.


  6) [image: ]


  Solución.


  Las potencias son pares, entonces es divisible por [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]. Factorizando por agrupación se obtiene su máxima factorización: [image: ][image: ]


  Este mismo ejercicio pudo hacerse factorizando la diferencia de cuadrados: [image: ]y se puede ver la ventaja sobre el planteamiento anterior para obtener la máxima factorización.


  7) [image: ]


  Solución.


  [image: ], la expresión es divisible por [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]


  


  V.2.10 MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO DE POLINOMIOS


  El mínimo común múltiplo (MCM) de dos o más expresiones algebraicas es la expresión algebraica de menor coeficiente numérico y de menor grado que es divisible exactamente por cada una de las expresiones dadas.


  Ejemplos.


  1) [image: ]es el MCM de [image: ]y de [image: ]

  2) [image: ]es el MCM de [image: ]y de [image: ]

  3) [image: ]es el MCM de [image: ], de [image: ], de [image: ]y de [image: ].


  Para obtener el mínimo común múltiplo de monomios se encuentra el MCM de los coeficientes y a continuación se escriben las literales comunes y no comunes, dando a cada literal el mayor exponente que tengan las expresiones dadas.


  Ejemplos.


  Obtener el mínimo común múltiplo de los siguientes monomios:


  1) [image: ]y [image: ]


  el MCM es: [image: ]


  2) [image: ]y [image: ]


  el MCM es: [image: ]


  3) [image: ]y [image: ]


  el MCM es: [image: ]


  4) [image: ]y [image: ]


  el MCM es: [image: ]


  5) [image: ], [image: ]y [image: ]


  el MCM es: [image: ]


  6) [image: ], [image: ]y [image: ]


  el MCM es: [image: ]


  7) [image: ], [image: ], [image: ]y [image: ]


  el MCM es: [image: ]


  8) [image: ], [image: ], [image: ]y [image: ]


  el MCM es: [image: ]


  Para encontrar el mínimo común múltiplo de polinomios primero se factorizan los polinomios dados en sus factores primos y después se multiplican (conservando el MCM en forma factorizada) los factores primos, comunes y no comunes con su mayor exponente.


  Ejemplos.


  Obtener el mínimo común múltiplo de los siguientes polinomios:


  1) [image: ]y [image: ]


  Tomando como factor común a [image: ]para la primera expresión:


  [image: ]


  Tomando como factor común a [image: ]para la segunda expresión:


  [image: ]


  [image: ] el MCM es: [image: ]


  2) [image: ]y [image: ]


  Factorizando cada una de las expresiones:


  [image: ]

  [image: ]


  [image: ] el MCM es: [image: ]


  3) [image: ]y [image: ]


  Tomando como factor común [image: ]para la primera expresión:


  [image: ]


  Factorizando la segunda expresión:


  [image: ]


  [image: ] el MCM es: [image: ]


  4) [image: ]y [image: ]


  Tomando como factor común [image: ]para la primera expresión:


  [image: ]


  Factorizando el TCP:


  [image: ]


  Tomando como factor común [image: ]para la segunda expresión:


  [image: ]


  [image: ] el MCM es: [image: ]


  5) [image: ], [image: ]y [image: ]


  Factorizando cada una de las expresiones:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  [image: ] el MCM es: [image: ]


  6) [image: ], [image: ]y [image: ]


  Factorizando todas las expresiones:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  [image: ] el MCM es: [image: ]


  7) [image: ], [image: ]y [image: ]


  Factorizando las expresiones:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  [image: ] el MCM es: [image: ]


  8) [image: ], [image: ]y [image: ]


  Factorizando todas las expresiones:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  [image: ]el MCM es: [image: ]


  


  V.3 EJERCICIOS PROPUESTOS


  
    	Resolver los siguientes cuadrados de binomios:

  


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ]

  4) [image: ] 

  5) [image: ]


  
    	Resolver los siguientes cuadrados de polinomios:

  


  6) [image: ]

  7) [image: ]

  8) [image: ]

  9) [image: ]


  
    	Resolver los siguientes productos de binomios conjugados:

  


  10) [image: ]

  11) [image: ]

  12) [image: ]

  13) [image: ]

  14) [image: ]


  
    	Resolver los siguientes productos de binomios que poseen un término común:

  


  15) [image: ]

  16) [image: ]

  17) [image: ]

  18) [image: ]

  19) [image: ]


  
    	Resolver los siguientes cubos de binomios:

  


  20) [image: ]

  21) [image: ]

  22) [image: ]

  23) [image: ]


  
    	Resolver los siguientes cubos de trinomios:

  


  24) [image: ]

  25) [image: ]

  26) [image: ]


  
    	Comprobar que los productos indicados representan la suma de dos cubos.

  


  27) [image: ]

  28) [image: ]

  29) [image: ]

  30) [image: ]

  31) ¿Cómo se expresa el binomio de Newton utilizando la notación factorial?

  32) Describir las seis características de la expansión del binomio de Newton.


  Obtener los siguientes desarrollos:


  33) [image: ]

  34) [image: ]

  35) [image: ]

  36) ¿Cuál es la fórmula para encontrar el r-ésimo termino binomial?

  37) Encontrar el tercer término del desarrollo [image: ]

  38) Encontrar el séptimo término del desarrollo [image: ]

  39) ¿Cómo se construye el triángulo de Pascal?


  
    	Aplicando el triángulo de Pascal, desarrollar los siguientes binomios:

  


  40) [image: ]

  41) [image: ]

  42) [image: ]


  
    	Factorizar los siguientes polinomios:

  


  43) [image: ]

  44) [image: ]

  45) [image: ][image: ]

  46) [image: ][image: ]


  
    	Factorizar los siguientes polinomios:

  


  47) [image: ]

  48) [image: ]

  49) [image: ]

  50) [image: ]


  
    	Factorizar por agrupación:

  


  51) [image: ]

  52) [image: ]

  53) [image: ]

  54) [image: ]


  
    	Factorizar los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

  


  55) [image: ]

  56) [image: ]

  57) [image: ]

  58) [image: ]


  Completar los siguientes expresiones para convertirlas en TCP's:


  59) [image: ]

  60) [image: ]

  61) [image: ]

  62) [image: ]

  63) [image: ]

  64) [image: ]


  
    	Factorizar las siguientes diferencias de cuadrados:

  


  65) [image: ]

  66) [image: ]

  67) [image: ]

  68) [image: ]


  
    	Factorizar los siguientes trinomios:

  


  69) [image: ]

  70) [image: ]

  71) [image: ]

  72) [image: ]

  73) [image: ]

  74) [image: ]

  75) [image: ]

  76) [image: ]


  
    	Factorizar los siguientes polinomios como cubos de binomios:

  


  77) [image: ]

  78) [image: ]

  79) [image: ]

  80) [image: ]


  
    	Factorizar las siguientes sumas de potencias iguales:

  


  81) [image: ]

  82) [image: ]

  83) [image: ]

  84) [image: ]


  
    	Obtener el mínimo común múltiplo de los siguientes monomios:

  


  85) [image: ]y [image: ]

  86) [image: ]y [image: ]

  87) [image: ]y [image: ]

  88) [image: ], [image: ], [image: ]y [image: ]


  
    	Obtener el mínimo común múltiplo de los siguientes polinomios:

  


  89) [image: ]y [image: ]

  90) [image: ]y [image: ]

  91) [image: ], [image: ]y [image: ]

  92) [image: ], [image: ]y [image: ]


  


  1Generalmente ano es cuadrado perfecto y aún siéndolo no es de la forma [image: ]porque bno es entero.[regresar]


  OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS Y RADICALES

  UNIDAD VI


  


  VI.1 TEOREMAS DEL RESIDUO Y DEL FACTOR


  Sea un polinomio en [image: ] de la forma:


  P(x)=anxn+an-1xn-1+an-2xn-2+an-3xn-3+...+a1x+a0


  donde [image: ]son coeficientes numéricos y [image: ] N ,


  se dice que [image: ] R es un cero o raíz, de [image: ]si y sólo si [image: ]. Es decir, la raíz de un polinomio es el número que toma la variable para que el valor numérico de [image: ]sea cero.


  Ejemplos.


  1) En el polinomio [image: ], sus raíces son:


  [image: ]ya que [image: ]

  [image: ]ya que [image: ]


  2) En el polinomio [image: ], sus ceros son:


  [image: ]ya que [image: ]

  [image: ]ya que [image: ]


  3) En el polinomio [image: ], sus raíces son:


  [image: ]ya que [image: ]

  [image: ]ya que [image: ]

  [image: ]ya que [image: ]


  


  Algoritmo de la división para polinomios


  Dados dos polinomios [image: ] (llamado dividendo) y [image: ](llamado divisor) de modo que el grado del dividendo sea mayor que el grado del divisor y [image: ].


  Entonces, para [image: ]existen dos polinomios únicos [image: ]y [image: ]tales que cumplen con:


  [image: ]


  El polinomio [image: ]se llama cociente y [image: ]es el residuo de la división cuyo grado es menor que el de [image: ].


  Sean un polinomio [image: ]de grado [image: ]y [image: ] R.


  


  Teorema del residuo


  Si el polinomio [image: ]se divide por [image: ], entonces el residuo es [image: ].


  Demostración:


  Si se divide [image: ]entre [image: ]se tiene:


  [image: ]


  donde [image: ]es el cociente y [image: ]es el residuo.


  Si ahora se evalúa [image: ]se obtiene:


  [image: ]


  De donde [image: ]es el residuo.


  Ejemplo.


  Sea el polinomio: [image: ], comprobar el teorema de residuo si se divide por [image: ].


  Solución.


  Dividiendo el polinomio por [image: ]:


  [image: ]


  ahora, evaluando para [image: ]:


  P(2)=4(2)3-9(2)2+(2)-11=32-36+10-11=-5


  Los resultados son iguales, lo que comprueba el teorema del residuo.


  


  Teorema del factor


  Si [image: ]es una raíz del polinomio [image: ], entonces [image: ]es un factor del polinomio. O bien, si [image: ]es un factor de [image: ], entonces [image: ]es una raíz del polinomio. Esto es:


  
    [image: ]es un factor de [image: ].
  


  Demostración:


  Si [image: ]es factor de [image: ]entonces se cumple que: [image: ] porque [image: ]


  por lo tanto, [image: ]es raíz de la ecuación [image: ].


  Pero si [image: ]es raíz de la ecuación [image: ], esto implica que [image: ]


  Si se aplica el teorema del residuo se tiene que:


  P(x)=Q(x)(x-a)+P(a)=Q(x)(x-a)+0=Q(x)(x-a)


  por lo tanto [image: ]es factor de [image: ].


  Ejemplo


  Determinar si [image: ]es factor del polinomio [image: ]


  Solución:


  Si [image: ]es factor, [image: ]es raíz, entonces debe cumplir que el residuo sea cero:


  P(-2)=(-2)3+4(-2)2-(-2)-10=-8+16+2-10=0


  Por lo tanto, [image: ]es factor del polinomio


  Comprobando:


  [image: ]


  Por lo tanto se cumple que: [image: ].


  


  División sintética


  Por el teorema del residuo, si [image: ]es una raíz del polinomio [image: ], entonces [image: ] es divisible por [image: ], pues el residuo de dividir [image: ]entre [image: ]es cero. A cada uno de las raíces se les designa por [image: ].


  Esto es, dado el polinomio, P(x)=anxn+an-1xn-1+an-2xn-2+an-3xn-3+...+a1x+a0,entonces se puede factorizar como: [image: ], es decir, un polinomio de grado [image: ]tiene exactamente [image: ]raíces.


  La principal razón de factorizar un polinomio es encontrar sus raíces. Generalmente, para reconocer las raíces enteras de un polinomio con coeficientes enteros se tiene en cuenta que éstas son divisores del término independiente. Así, las raíces enteras del polinomio [image: ]están entre los divisores de [image: ]. Por lo tanto, pueden ser raíces de [image: ] los números [image: ]y [image: ].


  En el polinomio anterior, si se prueba para [image: ]:


  P(1)=(1)4-6(1)3+9(1)2+4(1)-12=1-6+9+4-12=-4, puesto que el residuo es distinto de cero, se concluye que [image: ]no es divisible por [image: ].


  Ahora, si se prueba para [image: ]:


  P(-1)=(-1)4-6(-1)3+9(-1)2+4(-1)-12=1+6+9-4-12=0,puesto que el residuo es cero, se concluye que [image: ]es divisible por [image: ].


  Para descomponerlo en factores se prueba sucesivamente por todas ellas aplicando un algoritmo llamado Regla de Ruffini que aplica el teorema del residuo verificando cual de estos valores da como residuo cero. Este es un procedimiento que permite hallar el cociente y el residuo sin efectuar la secuencia descrita anteriormente. Esta regla aplica sólo si el divisor es un polinomio de la forma [image: ].


  En general, la división sintética es un procedimiento abreviado para realizar la división de un polinomio de la forma P(x)=anxn+an-1xn-1+an-2xn-2+an-3xn-3+...+a1x+a0,entre un polinomio lineal expresado como [image: ] y sólo sirve para obtener las raíces enteras.


  La metodología para encontrar las raíces enteras de un polinomio mediante la división sintética es la siguiente:


  
    	La disposición práctica requiere que en un primer renglón se escriban los coeficientes del dividendo ordenado de forma descendente y completo hasta el término independiente. A la izquierda de una línea vertical se escribe un valor de prueba como probable raíz, que como ya se mencionó es un divisor de [image: ].


    	El primer coeficiente del dividendo se copia abajo en una tercera fila en la misma columna. Se multiplica el valor de prueba por el primer coeficiente de la tercera fila y el resultado se escribe debajo del siguiente coeficiente del dividendo.


    	Se suman los coeficientes de la segunda columna y el resultado se escribe en la tercera fila.


    	El resultado obtenido en el paso anterior reinicia el ciclo: se multiplica por el valor de prueba y el resultado se escribe debajo del siguiente coeficiente del dividendo. Nuevamente se suman los coeficientes de la tercera columna y el resultado se escribe en la tercera fila


    	El proceso continúa hasta que se obtenga el resultado de la última columna. Este valor es el residuo. Si es cero entonces el valor de prueba es una raíz del polinomio


    	De no ser una raíz, se repite la metodología con otro valor de prueba hasta encontrar un valor cuyo residuo sea cero.


    	Cuando el residuo es cero, los valores de la tercera fila representan los coeficientes del polinomio reducido y se efectúa el mismo procedimiento con estos coeficientes hasta que se llegue a un polinomio de grado uno, a fin de que se pueda despejar [image: ]para obtener la última raíz.

  


  Ejemplo.


  Encontrar las raíces enteras de los siguientes polinomios:


  1) [image: ]


  Solución.


  Las posibles raíces son: [image: ]y [image: ]


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto, no es raíz.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto, no es raíz.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  La primera raíz es [image: ]


  El polinomio reducido que queda es: [image: ]


  despejando se tiene la segunda raíz: [image: ]


  


  2) [image: ]


  Solución.


  Las posibles raíces son: 1, -1, 2, -2, 3, -3, 4, -4, 6, -6, 8, -8, 12, -12, 24 y -24.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto, no es raíz.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  La primera raíz es [image: ]


  Trabajando ahora con el polinomio reducido:


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto, no es raíz.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  La segunda raíz es [image: ]


  El polinomio reducido que queda es: [image: ]


  despejando se tiene la tercera raíz: [image: ]


  


  3) [image: ]


  Solución.


  Las posibles raíces son: [image: ]y [image: ].


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto, no es raíz.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto, no es raíz.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  La primera raíz es [image: ]


  Por lo tanto, no es raíz.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  La segunda raíz es [image: ]


  El polinomio reducido que queda es: [image: ]


  despejando se tiene la tercera raíz: [image: ]


  


  4) [image: ]


  Solución.


  Las posibles raíces son: 1, -1, 2, 3, -3, 4, -4, 6, -6, 8, -8, 12, -12, 16, -16, 24, -24, 48 y -48.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  La primera raíz es [image: ]


  Trabajando ahora con el polinomio reducido:


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto, no es raíz.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  La segunda raíz es [image: ]


  Trabajando ahora con el polinomio reducido:


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  Por lo tanto, no es raíz.


  Probando con [image: ]:


  [image: ]


  La tercera raíz es [image: ]


  El polinomio reducido que queda es: [image: ]


  despejando se tiene la cuarta raíz: [image: ]


  


  VI.2 OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS


  Una expresión algebraica racional es el cociente de dos polinomios:


  [image: ]


  Las expresiones racionales tienen las mismas propiedades que los números racionales. Como no se puede dividir por cero, las sustituciones de variables que hacen que el denominador sea cero no son aceptables.


  Ejemplos.


  1) En la expresión racional [image: ], [image: ]no puede ser [image: ]


  2) En la expresión racional [image: ], [image: ]no puede ser [image: ]


  3) En la expresión racional [image: ], [image: ]no puede ser igual a [image: ].


  Una expresión racional está en su mínima expresión cuando el numerador y el denominador no tienen factores comunes diferentes de [image: ]y [image: ]


  Ejemplos.


  1) La fracción [image: ]es su mínima expresión ya que ni [image: ]ni [image: ]son factores de [image: ]


  2) La fracción [image: ]no es su mínima expresión ya que [image: ]es un factor común del numerador y del denominador.


  Para simplificar expresiones racionales, se procede de forma similar a cuando se simplifican números racionales, es decir, se factoriza el numerador y el denominador. Los factores se simplifican hasta [image: ]. La expresión simplificada es igual a la no simplificada excepto para aquellos valores en los que el factor que se cancele sea igual a cero.


  Ejemplos.


  Simplificar las siguientes expresiones racionales:


  1) [image: ]

  [image: ]


  2) [image: ]

  [image: ]


  3) [image: ]

  [image: ]


  4) [image: ]

  [image: ]


  5) [image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]


  6) [image: ]


  En esta expresión racional [image: ]no puede ser [image: ], y como es el factor que se cancela entonces se cumple que:


  [image: ]porque [image: ].


  Para sumar fracciones se efectúa el mismo procedimiento que se emplea cuando se suman números racionales. En general:


  
    	Se reducen las fracciones lo más posible.


    	Se descomponen los denominadores


    	Se halla el mínimo común múltiplo (MCM) de los denominadores, obteniendo así el denominador común.


    	Para hallar el numerador resultante, se divide el MCM por el denominador y se multiplica el cociente obtenido por el numerador correspondiente, esto convierte al numerador en un polinomio que debe descomponerse en factores para finalmente simplificar.

  


  Ejemplos.


  Efectuar las operaciones algebraicas siguientes:


  1) [image: ]


  Solución.


  Se obtiene el MCM de los denominadores: [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  Se obtiene el MCM de los denominadores: [image: ]:


  [image: ]


  reduciendo:


  [image: ]

  [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  Se descompone el tercer denominador en sus factores:


  [image: ]


  se obtiene el MCM de los denominadores: [image: ]:


  [image: ]


  eliminando paréntesis:


  [image: ]


  factorizando:


  [image: ]

  [image: ]


  4) [image: ]


  Solución.


  Se descomponen los denominadores en sus factores:


  [image: ]


  reduciendo:


  [image: ]


  se obtiene el MCM de los denominadores: [image: ]:


  [image: ]


  eliminando paréntesis:


  [image: ]

  [image: ]


  5) [image: ]


  Solución.


  Se descomponen los denominadores en sus factores:


  [image: ]


  reduciendo:


  [image: ][image: ]

  [image: ]


  6)[image: ]


  Solución.


  Se descomponen los denominadores en sus factores:


  [image: ]


  se obtiene el MCM de los denominadores: [image: ]:


  [image: ]


  eliminando los paréntesis y ordenando:


  [image: ]


  factorizando el numerador y simplificando:


  [image: ]

  [image: ]


  7) [image: ]


  Solución.


  Se descomponen los denominadores en sus factores:


  [image: ]


  se obtiene el MCM de los denominadores: [image: ]:


  [image: ]


  factorizando el numerador y simplificando:


  [image: ]

  [image: ]


  Para multiplicar expresiones racionales se procede de forma similar que con los números racionales.


  Ejemplos.


  Multiplicar las siguientes expresiones algebraicas:


  1) [image: ]


  Solución.


  Se descompone la fracción en sus factores:


  [image: ]


  simplificando:


  [image: ]

  [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  Se descompone la fracción en sus factores:


  [image: ][image: ]


  factorizando el trinomio:


  [image: ]


  simplificando:


  [image: ]

  [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  Tomando como factor común al [image: ]en el numerador de la primera fracción y al [image: ]en el denominador de la segunda:


  [image: ]


  factorizando:


  [image: ]


  simplificando:


  [image: ]

  [image: ]


  4) [image: ]


  Solución.


  Tomando como factor común al [image: ]en el numerador de la primera fracción y al [image: ]en el denominador de la segunda:


  [image: ]


  factorizando:


  [image: ]


  simplificando:


  [image: ]

  [image: ]


  Para dividir expresiones racionales se procede de la misma forma que se efectúa con los números racionales. Para dividir expresiones racionales, se multiplica la primera expresión por el recíproco del divisor.


  Ejemplos.


  Dividir las siguientes expresiones algebraicas:


  1) [image: ]


  Solución.


  Simplificando:


  [image: ]

  [image: ]


  


  2) [image: ]


  Solución.


  Factorizando las fracciones al máximo:


  [image: ]


  simplificando:


  [image: ]

  [image: ]


  


  3) [image: ]


  Solución.


  Factorizando las fracciones al máximo:


  [image: ]


  simplificando:


  [image: ]


  


  4) [image: ]


  Solución.


  El MCM de [image: ]y de [image: ]es: [image: ], por su parte, el MCM de [image: ]y [image: ]es: [image: ], por lo que escribiendo la expresión como el cociente de dos fracciones se tiene:


  [image: ]


  reduciendo:


  [image: ]


  factorizando:


  [image: ]


  simplificando:


  [image: ]

  [image: ]


  


  VI.3 OPERACIONES CON RADICALES


  Un radical es cualquier raíz indicada de una expresión. La radicación es la operación inversa de la potenciación y se representa por el símbolo [image: ], donde [image: ]es el índice del radical y dentro se ubica una expresión denominada subradical.


  Para resolver una raíz, se busca una cantidad que elevada a un exponente igual al índice del radical sea igual al subradical.


  El radical puede ser racional si la raíz indicada es exacta o irracional si no lo es.


  Ejemplos.


  1) El subradical de la expresión [image: ]es [image: ]

  2) [image: ]es un radical racional porque su resultado, [image: ], es exacto.

  3) [image: ]es un radical irracional porque su resultado no es exacto.

  5) [image: ]es un radical de cuarto grado


  En los radicales de segundo grado se omite su índice, esto es: [image: ].


  Si [image: ], [image: ]es una raíz enésima de [image: ].


  Ejemplos


  1) Si [image: ]entonces [image: ]es una raíz cuadrada de [image: ]

  2) Si [image: ]entonces [image: ]es una raíz cuarta de [image: ]


  Si [image: ]es par, [image: ], por lo que un número negativo no puede tener raíz enésima .


  Ejemplos


  1) Si [image: ]no tiene raíz cuadrada en R.

  2) Si [image: ]no tiene raíz sexta en R.


  Si [image: ]es par y [image: ], también [image: ], así que [image: ]tiene dos raíces enésimas, [image: ]y [image: ].


  Ejemplos


  1) Como [image: ]y [image: ], [image: ]y [image: ]son raíces cuadradas de [image: ].

  2) Como [image: ]y [image: ], [image: ]y [image: ]son raíces cuartas de [image: ].


  Si [image: ]es impar, todo número real tiene exactamente una raíz enésima.


  Ejemplos


  1) [image: ].

  2) [image: ]


  Si [image: ], hay una única raíz enésima no negativa de [image: ]representada por [image: ]


  Ejemplo.


  Si [image: ], entonces [image: ]es una raíz cuadrada de [image: ]y como [image: ], [image: ]es otra raíz cuadrada de [image: ]. Pero [image: ]denota exclusivamente a la raíz no negativa de [image: ].


  Si [image: ] N, a ley de exponentes fraccionarios establece que:


  [image: ]


  Esto es, cualquier expresión elevada a un exponente fraccionario es igual a una raíz cuyo índice es el denominador y el subradical es la misma expresión elevada a la potencia que tiene el numerador.


  En el caso particular, si [image: ], se tiene que: [image: ]


  Los radicales cumplen con las siguientes propiedades:


  1) El producto de dos radicales de un mismo índice es igual a la raíz del producto de los subradicales. Esto es: [image: ]si [image: ] N.


  2) El cociente de dos radicales de un mismo índice es igual a la raíz del cociente de los subradicales. Esto es: [image: ]si [image: ] N.


  3) Un radical de índice [image: ]elevado a una potencia [image: ]equivale a una raíz de índice [image: ]y de subradical elevado a la potencia [image: ]. Esto es: [image: ]si [image: ] N.


  4) La raíz de índice [image: ]de un radical de índice [image: ]es equivalente a una raíz de índice [image: ]de un radical de índice [image: ]y es igual a una raíz de índice [image: ]. Esto es: [image: ]si [image: ] N.


  Es importante notar que la suma algebraica de dos radicales de cualquier índice no es igual a la raíz de la suma algebraica de los subradicales. Es decir: [image: ]


  De acuerdo con la ley de exponentes fraccionarios y de las propiedades de los radicales, el objetivo de simplificar un radical es expresarlo en su forma más simple. Es decir, un radical está simplificado cuando:


  
    	No se puede extraer ningún factor del radicando (es el menor posible).


    	No puede reducirse su índice (es el menor posible).


    	El radicando no es una fracción.


    	No hay radicales en el denominador de una fracción.

  


  


  VI.3.1 SIMPLIFICACIÓN DE RADICALES A TRAVÉS DE LA EXTRACCIÓN DE FACTORES DEL SUBRADICAL


  Un radical se puede simplificar cuando contiene factores cuyos exponentes son divisibles por el índice y se procede de la siguiente manera:


  
    	La parte numérica del subradical se descompone en factores de tal forma que sean potencias con exponentes múltiplos del índice de la raíz, a fin de poder extraer del radical.


    	La parte literal del subradical se descompone de tal manera que se exprese la mayor parte posible con exponentes múltiplos del índice de la raíz.

  


  Ejemplos.


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ][image: ]

  4) [image: ][image: ]

  5) [image: ][image: ]

  6) [image: ][image: ]

  7) [image: ][image: ]

  8) [image: ][image: ]


  


  VI.3.2 INCLUSIÓN DE UN FACTOR EN UN SUBRADICAL


  En este caso se eleva la expresión por introducir a la potencia que indique el índice del radical, se efectúa el producto de subradicales y el resultado se expresa con el mismo índice.


  Ejemplos.


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ]

  4) [image: ]

  5) [image: ][image: ]

  6) [image: ]

  7) [image: ]

  8) [image: ][image: ]


  


  VI.3.3 EXPRESAR UN RADICAL COMO UNO DE ÍNDICE MENOR


  Otra forma de simplificación de un radical consiste en transformarlo a uno equivalente que posea un índice menor. Para ello, se expresa cada uno de los factores del subradical en su forma de exponente fraccionario, se simplifican las fracciones y se vuelve a transformar a radical.


  Ejemplos.


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ]

  4) [image: ]

  5) [image: ]

  6) [image: ][image: ]

  7) [image: ][image: ]

  8) [image: ]


  


  VI.3.4 OPERACIONES CON RADICALES DEL MÍSMO ÍNDICE.


  Radicales semejantes son aquellos que tienen igual radicando y el mismo índice, es decir, sólo difieren por el coeficiente.


  Ejemplos.


  1) [image: ]y [image: ]son radicales semejantes

  2) [image: ]y [image: ]son radicales semejantes

  3) [image: ]y [image: ]no son radicales semejantes


  Para sumar o restar radicales se simplifican a su forma más elemental y se reducen los radicales semejantes.


  Ejemplos.


  1) [image: ][image: ]

  2) [image: ][image: ]

   [image: ]

  3) [image: ][image: ]

   [image: ][image: ]

   [image: ]

  4) [image: ][image: ]

  5) [image: ][image: ]

   [image: ][image: ]

   [image: ]

  6) [image: ][image: ][image: ]

   [image: ]

  7) [image: ][image: ]

   [image: ]

  8) [image: ][image: ]

   [image: ][image: ]


  Para efectuar la multiplicación de radicales se multiplican respectivamente los coeficientes y los subradicales, ubicando este último producto bajo el signo de radical y se simplifica.


  Ejemplos.


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ]

  4) [image: ][image: ]


  Para dividir dos radicales, se dividen respectivamente los coeficientes y los subradicales, ubicando este último cociente bajo el signo de radical y se simplifica.


  Ejemplos.


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ]

  4) [image: ]


  


  VI.3.5 SIMPLIFICACIÓN DE RADICALES DE ÍNDICE DIFERENTE


  Los radicales no semejantes no se pueden reducir, por lo que la suma y la resta no son posibles.


  Para multiplicar dos radicales de diferente índice:


  
    	Se halla el MCM de los índices.


    	El MCM se divide entre cada índice de la raíz y cada radicando se eleva a este resultado.


    	Se resuelven los radicandos como potencia de otra potencia, es decir multiplicando los exponentes.


    	Se multiplican los radicandos como potencias de la misma base, es decir sumando los exponentes.


    	El radicando se descompone en factores procurando que sean potencias con exponentes múltiplos del índice de la raíz, a fin de poder extraer del radical aquella parte que lo permita.

  


  Ejemplos.


  1) [image: ]


  el índice común es [image: ], por lo tanto:


  [image: ][image: ]


  2) [image: ]


  el índice común es [image: ], por lo tanto:


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]


  3) [image: ]


  el índice común es [image: ], por lo tanto:


  [image: ][image: ]

  [image: ]


  4) [image: ]


  el índice común es [image: ], por lo tanto:


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ][image: ]


  Para dividir dos radicales de diferente índice:


  
    	Se halla el MCM de los índices.


    	El MCM se divide entre cada índice de la raíz y cada radicando se eleva a este resultado.


    	Se resuelven los radicandos como potencia de otra potencia, es decir multiplicando los exponentes.


    	Se dividen los radicandos como potencias de la misma base, es decir restando los exponentes.


    	El radicando se descompone en factores procurando que seanpotencias con exponentes múltiplos del índice de la raíz, a fin de poder extraer del radical aquella parte que lo permita.

  


  Ejemplos.


  1) [image: ]


  el índice común es [image: ], por lo tanto:


  [image: ]


  2) [image: ]


  el índice común es [image: ], por lo tanto:


  [image: ][image: ]


  3) [image: ]


  el índice común es [image: ], por lo tanto:


  [image: ][image: ]


  4) [image: ]


  el índice común es [image: ], por lo tanto:


  [image: ]


  para extraer la raíz de un radical, se multiplican los índices y se simplifica.


  Ejemplos.


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ]

  4) [image: ]


  


  VI.3.6 RACIONALIZACIÓN DE RADICALES


  Racionalizar consiste en eliminar los radicales del denominador de una fracción. Para lograr esto, se multiplican las dos componentes del cociente por una expresión que contenga el radical por eliminar y que cumpla que al multiplicarse, el denominador resulte una expresión racional.


  Ejemplos.


  Racionalizar las siguientes fracciones:


  1) [image: ]


  multiplicando el numerador y el denominador por [image: ]:


  [image: ]


  2) [image: ]


  multiplicando el numerador y el denominador por [image: ]:


  [image: ]


  3) [image: ]


  multiplicando el numerador y el denominador por [image: ]:


  [image: ]


  4) [image: ]


  multiplicando el numerador y el denominador por [image: ]:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Efectuar la operación [image: ]y racionalizar el resultado.


  Solución.


  [image: ][image: ][image: ]


  Cuando se quiere racionalizar una fracción cuyo denominador sea un binomio que posea radicales de segundo grado, se multiplican las dos componentes del cociente por el binomio conjugado del denominador y se simplifica.


  Ejemplos.


  Racionalizar las siguientes fracciones:


  1) [image: ]


  multiplicando el numerador y el denominador por [image: ], que es el binomio conjugado del denominador:


  [image: ]


  2) [image: ]


  multiplicando el numerador y el denominador por [image: ], que es el binomio conjugado del denominador:


  [image: ]


  3) [image: ]


  multiplicando el numerador y el denominador por [image: ], que es el binomio conjugado del denominador:


  [image: ][image: ]


  4) [image: ]


  multiplicando el numerador y el denominador por [image: ], que es el binomio conjugado del denominador:


  [image: ][image: ]

  [image: ]


  


  VI.4 INTRODUCCIÓN A LOS NÚMEROS COMPLEJOS


  Existen números llamados complejos que forman un sistema numérico que comparte muchas propiedades con los números reales. En este sistema es posible encontrar soluciones a ecuaciones como [image: ]con [image: ] R+ para los cuales el conjunto de los números reales resulta insuficiente.


  Se define como unidad imaginaria [image: ]al número que elevado al cuadrado es [image: ].


  Formalmente, el conjunto de los números imaginarios I, se define como:


  I[image: ] R, [image: ]


  Ejemplos de números imaginarios:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Dado que [image: ], entonces la solución de una raíz cuadrada de un número real negativo [image: ]siempre está dado por la raíz no negativa [image: ].


  Ejemplos.


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ]


  Las potencias de la [image: ]cumplen lo siguiente:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  De acuerdo con lo anterior, en los números imaginarios no se cumple que [image: ]si [image: ].


  Ejemplos.


  Efectuar los siguientes productos de números imaginarios:


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ]

  4) [image: ]

  5) (3i)4·(3i)2=81i4·25i2=2,025i6=2,025(-1)=-2,025


  Se denomina número complejo a toda expresión de la forma [image: ]donde [image: ]son números reales e [image: ]es la unidad imaginaria. El primer término del binomio es la parte real del número complejo y la segunda es su parte imaginaria (que es un número real multiplicado por la unidad imaginaria).


  En términos generales, el conjunto de los números complejos, denotado por C, en forma binómica puede expresarse de la siguiente forma:


  C [image: ] R, [image: ]


  Ejemplos de números complejos:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Si [image: ], el número complejo es un imaginario puro. Si [image: ]el número complejo es un número real. De esto, se deduce que los números reales y los números imaginarios son subconjuntos de los números complejos:


  [image: ]


  Un número complejo es igual a cero sólo si sus dos partes son iguales a cero. Dos números complejos son iguales si son iguales sus respectivas partes reales e imaginarias.


  Suma de números complejos


  Sean [image: ]y [image: ]dos números complejos, entonces [image: ]se define como:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Sumar los siguientes números complejos:


  1) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  2) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  3) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  z1+z2=(4.9+(-5.3))+(-1.6+(-2-2))i=-0.4-3.8i


  Resta de números complejos


  Sean [image: ]y [image: ]dos números complejos, entonces [image: ]se define como:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Restar los siguientes números complejos:


  1) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  2) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ]

   [image: ]


  3) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  z1-z2=(5.2-(-1.8))+(-3.7-(-3.3))i=7-0.4i


  Producto de números complejos


  Sean [image: ]y [image: ]dos números complejos, entonces [image: ]viene dado por:


  z1·z2=(a+bi)·(c+di)=ac+adi+bci+bdi2, pero considerando que y agrupando las respectivas partes reales y las imaginarias, se tiene que:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Multiplicar los siguientes números complejos:


  1) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  z1·z2=(4(2)-5(3))+(4(3)+5(2))i=(8-15)+(12+10)i=-7+22i


  2) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ][image: ]

  [image: ]


  3) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  z1·z2=(2.5(-10)-(-5)(-4.5))+(2.5(-4.5)+(-5)(-10))i


  =(-25-22.5)+(-11.25+50)i=-47.5+38.75i



  Complejos conjugados


  Dos números complejos se llaman conjugados si tienen iguales sus componentes reales y opuestas sus componentes imaginarias.


  Esto es, dado un número complejo [image: ], su conjugado denotado como [image: ]es:


  
    [image: ].
  


  Ejemplos.


  1) [image: ]

  [image: ]


  2) [image: ]

  [image: ]


  3) [image: ]

  [image: ]


  Cociente de números complejos


  Sean [image: ]y [image: ]dos números complejos. Para obtener [image: ]basta con multiplicar el numerador y el denominador por el complejo conjugado del [image: ]a fin de que el denominador resultante sea real: [image: ]


  ordenando se tiene:


  
    [image: ]
  


  Ejemplos.


  Dados los siguientes números complejos, obtener el cociente [image: ]:


  1) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ][image: ]


  2) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ][image: ]


  3) [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ][image: ]


  


  VI.5 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) ¿Qué es el cero o raíz de un polinomio?

  2) En el polinomio [image: ], ¿el valor de [image: ]representa una raíz?

  3) Explicar el teorema del residuo

  4) Sea el polinomio: [image: ], comprobar el teorema del residuo si se divide entre [image: ].

  5) Explicar el teorema del factor

  6) Determinar si [image: ]es factor del polinomio [image: ]

  7) Explicar la metodología para efectuar la división sintética.

  8) ¿Cómo se pueden conocer las probables raíces enteras de un polinomio?


  
    	Aplicando el concepto de división sintética encontrar las raíces enteras de los siguientes polinomios:

  


  9) [image: ]

  10) [image: ]

  11) [image: ]

  12) ¿Cuál es el procedimiento para simplificar las fracciones algebraicas?


  
    	Efectuar las operaciones algebraicas siguientes:

  


  13) [image: ]

  14) [image: ]

  15) [image: ]

  16) [image: ]

  17) [image: ]

  18) [image: ]

  19) [image: ]

  20) [image: ]

  21) [image: ]

  22) [image: ]

  23) ¿Cuál es la diferencia de un radical y un subradical?

  24) Exponer las seis propiedades de los radicales


  
    	Simplificar los siguientes radicales:

  


  25) [image: ]

  26) [image: ]

  27) [image: ]

  28) [image: ]


  
    	Introducir los siguientes factores en el radical:

  


  29) [image: ]

  30) [image: ]

  31) [image: ]


  
    	Transformar los siguientes radicales a un índice menor:

  


  32) [image: ]

  33) [image: ]

  34) [image: ]


  
    	Efectuar las siguientes operaciones:

  


  35) [image: ]

  36) [image: ]

  37) [image: ]

  38) [image: ]

  39) Efectuar el producto: [image: ]

  40) Realizar el cociente: [image: ]


  
    	Racionalizar las siguientes expresiones:

  


  41) [image: ]

  42) [image: ]

  43) [image: ]


  Racionalizar las siguientes fracciones:


  44) [image: ]

  45) [image: ]

  46) [image: ]

  47) ¿Cómo se definen los números imaginarios?

  48) ¿Las potencias de la unidad imaginaria, son cíclicas?

  49) ¿Por qué los números imaginarios no cumplen con [image: ]si [image: ]?

  50) Efectuar la operación: [image: ]

  51) ¿Qué es un número complejo y cómo se definen formalmente?

  52) ¿Los números complejos, son el conjunto de números más completos?

  53) ¿Un número complejo puede ser igual a cero?

  54) ¿Cuándo dos números complejos son iguales?

  55) Sumar [image: ]y [image: ]

  56) Restar [image: ]de [image: ]

  57) Multiplicar [image: ]por [image: ]

  58) ¿Qué es un número complejo conjugado?


  
    	Dividir los siguientes números complejos:

  


  59) [image: ]

  60) [image: ]


  ECUACIONES Y DESIGUALDADES

  UNIDAD VII


  


  VII.1 CONCEPTO DE ECUACIÓN


  Una igualdad es una relación de equivalencia entre dos expresiones, numéricas o literales, que se cumple para algún, algunos o todos los valores y se representa por el signo [image: ]. Cada una de las expresiones recibe el nombre de miembro. Se llama primer miembro a lo que está a la izquierda del signo igual y segundo miembro a lo que está a su derecha.


  [image: ]


  
    

  


  Las igualdades pueden ser numéricas (establecen relaciones entre números) o algebraicas (si contienen literales). Pueden ser ciertas (si se cumplen) o falsas (si no siempre se cumplen).


  Ejemplos


  1) La igualdad [image: ]es numérica y cierta

  2) La igualdad [image: ]es algebraica y cierta para cualesquiera valores de [image: ]y [image: ].

  3) La igualdad [image: ]es algebraica y cierta para [image: ], pero es falsa para cualquier otro valor de [image: ].


  Por lo tanto, las igualdades pueden ser de dos tipos:


  
    	Identidades. Son igualdades que se verifican siempre, ya sean numéricas o algebraicas.


    	Ecuaciones. Son igualdades que se verifican para algunos valores determinados de las literales desconocidas llamadas incógnitas.

  


  Ejemplos.


  1) [image: ]es una identidad numérica

  2) [image: ]es una identidad algebraica

  3) [image: ]es una ecuación que se verifica sólo para [image: ]

  4) [image: ]es una ecuación que se verifica sólo para [image: ]y [image: ].


  En una ecuación, las cantidades desconocidas o incógnitas generalmente se designan por letras minúsculas de la parte final del alfabeto. Por su parte, las cantidades conocidas o coeficientes normalmente se denotan por las letras minúsculas iniciales del alfabeto1.


  Las ecuaciones de una sola variable son aquellas que tienen una sola incógnita, normalmente la [image: ]. Por ejemplo: [image: ].


  Las ecuaciones en dos o más variables poseen más de una cantidad desconocida. Por ejemplo, en la ecuación [image: ], las incógnitas son [image: ]y [image: ].


  Las ecuaciones se clasifican de acuerdo con el exponente mayor que posea la incógnita.


  Ejemplos.


  [image: ]es una ecuación de primer grado.

  [image: ]es una ecuación de segundo grado.

  [image: ]es una ecuación de tercer grado.


  Una ecuación es entera, si todos sus términos son enteros o es racional si alguno de sus términos está expresado como fracción.


  Ejemplos.


  1) [image: ]es una ecuación en dos variables, de primer grado y entera

  2) [image: ]es una ecuación en una variable, de segundo grado y racional

  3) [image: ]es una ecuación en dos variables, de segundo grado y racional

  4) [image: ]es una ecuación en tres variables, de primer grado y entera


  Resolver una ecuación es hallar el conjunto solución. Se conocen como raíces o soluciones de la ecuación a los valores de las incógnitas que satisfacen la igualdad2.


  Ejemplos.


  1) En la ecuación [image: ]


  El resultado es [image: ], porque si se sustituye el valor en ambos miembros, cumple la igualdad:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  2) En la ecuación [image: ]


  Los resultados son [image: ]y [image: ], porque si se sustituyen los valores, cumplen la igualdad:


  Sustituyendo [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Sustituyendo [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto solución.


  Ejemplo.


  Las ecuaciones [image: ]y [image: ]son equivalentes porque su solución es [image: ]


  Para resolver una ecuación, se transforma ésta en una ecuación equivalente con la variable despejada. Esta transformación se logra aplicando las siguientes propiedades:


  
    	Si se suma una misma cantidad a cada lado de la ecuación dada, la igualdad no se altera.


    	Si se resta una misma cantidad a cada miembro de la ecuación dada, la igualdad no se altera.


    	Si se multiplica o se divide a ambos lados de la ecuación por cualquier cantidad diferente de cero, la igualdad no se altera.

  


  Ejemplos.


  1) Sumando la misma cantidad, [image: ] a cada lado de la ecuación [image: ]se tiene:


  3x - 7 + 6 + 7 = 8 + 7, que reducida es: 3x + 6 =15. Nótese como 7 es el simétrico de -7


  2) Restando la misma cantidad, [image: ] a cada lado de la ecuación [image: ]se tiene:



  3x + 6 - 6 = 15 -6, que reducida es: 3x = 9.Nótese como - 6es el simétrico de 6


  3) Multiplicando la misma cantidad, [image: ] a cada lado de la ecuación [image: ]se tiene:



  [image: ], que reducida es: [image: ]. Nótese como [image: ]es el inverso multiplicativo o recíproco de [image: ]


  


  VII.2 ECUACIONES DE PRIMER GRADO EN UNA VARIABLE


  Una ecuación de primer grado es una ecuación en la cual, después de simplificarla o reducir sus términos semejantes, el máximo exponente de la incógnita es uno.


  En términos generales, una ecuación de primer grado con una variable es de la forma:


  [image: ]


  donde [image: ]y [image: ]son coeficientes numéricos, [image: ]y [image: ]es la incógnita.


  Si se suma [image: ]en ambos miembros de la ecuación, se tiene: [image: ], y si se multiplica por el recíproco de [image: ]en ambos lados se tiene: [image: ], entonces la solución de una ecuación de primer grado en su forma general está dada por [image: ].


  


  VII.2.1 ECUACIONES ENTERAS


  Para resolver una ecuación de este tipo se debe aplicar la metodología antes citada. En este caso, se deben transponer los términos, esto es traspasarlos de un lado a otro de la ecuación de manera que todos los términos que tengan la incógnita queden en el primer miembro y los términos independientes en el otro. Para fines prácticos, cada vez que se transpone un término de un miembro a otro, éste cambia de signo, se reducen términos semejantes y finalmente, para despejar la incógnita se divide por su coeficiente.


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes ecuaciones enteras:


  1) 6x - 7 + 4 - 2x = 13x - 2 +3x +19 +8x


  


  Se transponen términos:


  6x - 2x -13x - 3x - 8x = -2 + 19 + 7 - 4


  se reducen los términos semejantes:



  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:

  [image: ]


  Comprobación:


  6(-1) - 7 + 4 - 2(-1)= -6 - 7 + 4 + 2 = -7


  13(-1)- 2 + 3(-1) + 19 + 8(-1)= -13 - 2 - 3 +19 - 8 = -7

  [image: ]



  2) [image: ]


  Transponiendo términos:


  [image: ]


  se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ][image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  3) [image: ]


  Se eliminan los paréntesis:


  [image: ]


  después, se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  4) [image: ]


  Se eliminan los paréntesis:


  [image: ]


  después, se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ][image: ]


  Una ecuación de primer grado literal es aquella que contiene otras expresiones literales aparte de la incógnita, las cuales deben considerarse como valores constantes.


  Para resolver ecuaciones literales se efectúa el mismo procedimiento aplicado en los ejemplos anteriores. La variante es que cuando se tengan todos los términos que contengan a la incógnita en el primer miembro de la ecuación, se factoriza para poder despejarla.


  5) [image: ]


  Se eliminan los paréntesis:


  [image: ]


  transponiendo términos:


  [image: ]


  Se factoriza:


  [image: ]


  dividiendo por [image: ]:


  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ][image: ][image: ][image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]


  


  VII.2.2 ECUACIONES FRACCIONARIAS


  Para resolver una ecuación fraccionaria de primer grado, se multiplican los dos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores con el objeto de eliminarlos y se reduce para convertirla en una ecuación entera.


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes ecuaciones fraccionarias:


  1) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]


  2) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]


  3) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se eliminan los paréntesis:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]


  


  VII.2.3 ECUACIONES QUE CONTIENEN FRACCIONES ALGEBRAICAS


  Para resolver este tipo de ecuaciones se multiplica por el MCM de los denominadores que pueden ser un polinomio. En algunos casos, la ecuación resultante puede no ser equivalente a la original y la expresión dada no tiene solución, en este caso la igualdad es un enunciado falso.


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes ecuaciones que contienen fraccionarias algebraicas:


  1) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  -135x + 6x +120x + 10x = 24 -12 - 25


  Se reducen los términos semejantes:



  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]


  2) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:


  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  3) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:


  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]


  4) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]


  Como la no está definida, entonces el ejemplo planteado no es ecuación sino un enunciado falso.


  5) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  2(4) - (2x -6)2 = 8 + (2x - 6)5


  8 - 4x + 12 = 8 + 10x - 30

  



  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]


  Como la división por cero no está definida, entonces el ejemplo planteado no es ecuación sino un enunciado falso. Para ambas fracciones, el valor [image: ] no es aceptable. Por lo tanto, la solución es el conjunto vacío.


  


  VII.2.4 PROBLEMAS DE APLICACIÓN


  Una de las aplicaciones más importantes de las ecuaciones es la de resolver problemas de la vida cotidiana.


  Para plantear ecuaciones es conveniente saber traducir un enunciado a una expresión algebraica. Una útil lista de interpretaciones de enunciado a expresión algebraica es la siguiente:


  [image: ]


  Ejemplos.


  1) ¿Qué número es aquel que si se duplica, y luego se le resta [image: ], da por resultado el número aumentado en [image: ]?


  Solución.


  Si [image: ]es el número buscado.


  [image: ]

  [image: ]


  [image: ]

  Por lo tanto, el número es el [image: ]


  2) Erick tiene un año más que el doble de la edad de Jorge y sus edades suman [image: ]. ¿Qué edad tienen ambos?


  Solución.


  Si [image: ]es la edad de Jorge, entonces la edad de Erick es [image: ]


  Planteando que la suma de las edades es [image: ], se obtiene la ecuación:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  reemplazando este valor de [image: ]en la expresión [image: ]se tiene: [image: ]


  Por lo tanto, la edad de Jorge es [image: ]años y la de Erick es [image: ] años.


  3) Blanca tiene [image: ]pesos más que Ana. Si entre ambas tienen [image: ], ¿cuál es el capital de Blanca?


  Solución.

  Si Ana tiene [image: ], entonces Blanca tiene [image: ]


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Por lo tanto, el capital de Blanca es [image: ] pesos.


  4) El perímetro de un jardín rectangular es de [image: ] m. Si el lado mayor mide [image: ] m. más que el lado menor. ¿Cuánto miden los lados del jardín?


  Solución.


  Sea [image: ]el lado menor del rectángulo, entonces el lado mayor es [image: ]


  Al sumar todos los lados del rectángulo e igualar al perímetro dado se obtiene:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  El lado mayor mide: [image: ] m


  Por lo tanto, los lados del jardín miden [image: ] m. y [image: ] m.


  5) El hermano mayor de una familia con tres hermanos tiene [image: ]años más que el segundo y éste [image: ]más que el menor. Si entre los tres suman la edad del padre que tiene [image: ]años ¿qué edad tiene cada hermano?


  Solución.


  Sea [image: ]la edad del hermano menor


  [image: ]es la edad del hermano mediano

  [image: ]es la edad del hermano mayor

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ], entonces el hermano mediano tiene [image: ]años y el mayor [image: ]años.


  Por lo tanto, las edades de los tres hermanos son: [image: ]y [image: ] años.


  6) Un examen consta de [image: ]reactivos. Cada respuesta correcta se valora con [image: ]puntos y cada respuesta incorrecta se resta [image: ]puntos. Si al final del examen, un alumno consiguió [image: ]puntos. ¿Cuántos reactivos contestó correctamente y cuántos incorrectamente?


  Solución.


  Sea [image: ]el número de reactivos correctos

  [image: ]es el número de reactivos incorrectos

  [image: ]es el número de puntos conseguidos por los reactivos correctos

  [image: ]es el número de puntos perdidos por los reactivos incorrectos

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Por lo tanto, el alumno tuvo [image: ]respuestas correctas y [image: ]incorrectas.


  7) Hallar un número tal que su mitad más su cuarta parte más [image: ], sea igual al número pedido.


  Solución.


  Sea [image: ]el número buscado


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  El número buscado es [image: ].


  8) Una llave llena un depósito en [image: ]horas y otra lo hace en [image: ]horas. Si el depósito está vacío y se abren las dos llaves a la vez, ¿cuánto tiempo tardará en llenarse?


  Solución.


  La primera llave llena [image: ]del depósito en una hora


  La segunda llave llena [image: ]del depósito en una hora


  Si [image: ]el tiempo en horas que las llaves llenan juntas el depósito, entonces [image: ]es la fracción de depósito que llenan juntas en una hora, Así que:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Por lo tanto, el depósito se llenaría en dos horas.


  


  VII.2.5 GRÁFICA DE UNA ECUACIÓN DE PRIMER GRADO


  Resolver una ecuación es encontrar un valor de [image: ]que, al ser sustituido en la ecuación y realizar las operaciones indicadas, se llegue a que la igualdad es cierta. Para ello se debe dejar sola a la variable [image: ]de un lado de la ecuación. A esto se le llama despejar a la variable.


  Gráficamente, la solución de la ecuación está representada por una línea recta vertical en el plano cartesiano. La solución es el valor de la abscisa del punto en el que esa recta corta al eje [image: ].


  Ejemplos.


  Representar gráficamente la solución de las siguientes ecuaciones de primer grado:


  1) [image: ]


  Solución.

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  [image: ]


  2) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  [image: ]


  3) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  [image: ]


  


  VII.3 DESIGUALDADES DE PRIMER GRADO EN UNA VARIABLE


  La expresión [image: ]significa que "[image: ]" no es igual a "[image: ]".


  Según los valores particulares de [image: ]y de [image: ], puede tenerse [image: ], que se lee “[image: ] mayor que [image: ]”, cuando la diferencia [image: ]es positiva y [image: ]que se lee “[image: ] menor que [image: ]”, cuando la diferencia [image: ]es negativa.


  La notación [image: ], que se lee “[image: ] es mayor o igual que [image: ]”, significa que [image: ]o que [image: ]pero no ambos. Por su parte, la notación [image: ]que se lee “[image: ] es menor o igual que [image: ]”, significa que [image: ]o que [image: ]pero no ambos.


  Una desigualdad se obtiene al escribir dos expresiones numéricas o algebraicas relacionadas con alguno de los símbolos [image: ]o [image: ].


  Ejemplos de desigualdades:


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ]

  4) [image: ]


  Lo mismo que en las igualdades, en toda desigualdad, los términos que están a la izquierda del signo mayor o menor, forman el primer miembro de la desigualdad, y los términos de la derecha, forman el segundo miembro.


  De la definición de desigualdad, se deduce que:


  
    	Todo número positivo es mayor que cero


    	Todo número negativo es menor que cero


    	Si dos números son negativos, es mayor el que tiene menor valor absoluto


    	Si [image: ]entonces [image: ].

  


  Los signos [image: ]o [image: ]determinan dos sentidos opuestos en las desigualdades, dependiendo si el primer miembro es mayor o menor que el segundo. Se dice que una desigualdad cambia de sentido, cuando el miembro mayor se convierte en menor o viceversa.


  Existen dos clases de desigualdades: las absolutas y las condicionales.


  
    	Desigualdad absoluta es aquella que se verifica para cualquier valor que se atribuya a las literales que figuran en ella. Por ejemplo: [image: ]


    	Desigualdad condicional es aquella que sólo se verifica para ciertos valores de las literales. Por ejemplo: [image: ]que solamente satisface para [image: ]. En este caso se dice que [image: ]es el límite de [image: ].

  


  Las desigualdades condicionales se llaman inecuaciones.


  Sean [image: ]R y [image: ], una desigualdad de primer grado en una variable [image: ]se define como:[image: ]


  Propiedades de las desigualdades


  Sean [image: ]tres números reales.


  I. Una desigualdad no cambia de sentido cuando se añade o se resta un mismo número a cada miembro


  Esto es, si [image: ], entonces se cumple que [image: ].


  Ejemplos.


  1) Si a la desigualdad [image: ]se le suma [image: ]a ambos miembros, entonces, se cumple que [image: ], ya que: [image: ]


  2) Si a la desigualdad [image: ]se le resta [image: ]a ambos miembros, entonces, se cumple que [image: ], ya que: [image: ]


  Consecuencia de esta propiedad, puede suprimirse un término en un miembro de una desigualdad, teniendo cuidado de agregar en el otro miembro el término simétrico del suprimido. Es decir, se puede pasar un término de un miembro a otro, cambiando su signo, porque esto equivale a sumar o restar una misma cantidad a los dos miembros.


  Ejemplo.


  [image: ]

  [image: ]


  II. Una desigualdad no cambia de sentido cuando se multiplican sus dos miembros por un mismo factor positivo, o se dividen por un mismo divisor, también positivo.


  Esto es, dado un número [image: ], si [image: ]entonces se cumple que [image: ]y que [image: ]


  Ejemplos.


  1) Si a la desigualdad [image: ]se multiplica por [image: ]a ambos miembros, entonces, se cumple que [image: ], ya que [image: ]


  2) Si a la desigualdad [image: ]se divide por [image: ]a ambos miembros, entonces, se cumple que [image: ], ya que [image: ]


  III. Una desigualdad cambia de sentido cuando se multiplican sus dos miembros por un mismo factor negativo, o se dividen por un mismo divisor, también negativo.


  Esto es, dado un número [image: ], si [image: ]entonces se cumple que [image: ]y que [image: ]


  Ejemplos.


  1) Si a la desigualdad [image: ]se multiplica por [image: ]a ambos miembros, entonces, se cumple que [image: ], ya que [image: ]


  2) Si a la desigualdad [image: ]se divide por [image: ]a ambos miembros, entonces, se cumple que [image: ], ya que [image: ]


  Consecuencia de la propiedad anterior pueden cambiarse todos los signos de una desigualdad, con tal que se cambie el sentido de la misma; porque esto equivale a multiplicar sus dos miembros por -1.


  Ejemplo.


  [image: ]

  [image: ]


  


  VII.3.1 INECUACIONES ENTERAS


  Las inecuaciones son desigualdades entre expresiones algebraicas. A diferencia de las ecuaciones, que sólo se verifican para algunos valores de la variable, las inecuaciones tienen infinitas soluciones. El procedimiento para resolverlas es similar al de las ecuaciones, sólo que deben tenerse en cuenta las propiedades de las desigualdades.


  Para resolver una inecuación de primer grado se transponen los términos (pasar los términos de un miembro a otro cambiando el signo equivale a aplicar la propiedad I) para que aquellos que contienen a la incógnita queden en el primer miembro y los términos independientes en el otro. Finalmente, para despejar la incógnita se divide por el valor del coeficiente, teniendo en cuenta la segunda o tercera propiedad de las desigualdades, según el signo del coeficiente.


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes inecuaciones enteras:


  1) [image: ]


  Solución.


  Se transponen términos:


  [image: ]


  se reducen los términos semejantes:

  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:

  [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  Se transponen términos:


  [image: ]


  se reducen los términos semejantes:

  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:

  [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  Se transponen términos:


  [image: ]


  se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]y aplicando la tercera propiedad, la desigualdad cambia de sentido:

  [image: ]


  4) 3x - 2 - 5x - 10x - 6 > 13 - 8x + 4 + 23 + 4x


   Solución.


  Se transponen términos:


  3x - 5x - 10x + 8x - 4x > 13 + 4 + 23 + 2 + 6


  



  se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]y aplicando la tercera propiedad, la desigualdad cambia de sentido:

  [image: ]


  5) [image: ]


  Solución.


  Eliminando paréntesis:


  [image: ]


  Se transponen términos:


  [image: ]


  se reducen los términos semejantes:


  [image: ]

  dividiendo por [image: ]:

  [image: ]


  Una inecuación de primer grado literal es aquella que contiene otras expresiones literales aparte de la incógnita, las cuales deben considerarse como valores constantes.


  Para resolver inecuaciones literales se efectúa el mismo procedimiento aplicado en los ejemplos anteriores. La variante es que cuando se tengan todos los términos que contengan a la incógnita en el primer miembro de la inecuación, se factoriza para poder despejarla.


  6) [image: ]


  Eliminando paréntesis:


  [image: ]


  Se transponen términos:


  [image: ]


  factorizando [image: ]:


  [image: ]

  si [image: ], entonces la solución es [image: ]

  si [image: ], entonces la solución es [image: ]


  


  VII.3.2 INECUACIONES FRACCIONARIAS


  Para resolver una inecuación fraccionaria de primer grado, se multiplican sus dos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores con el objeto de eliminarlos y se reduce para convertirla en una inecuación entera. Cuando el denominador contiene la incógnita, tiene que analizarse cuando es tanto positiva como negativa. Para ambos casos debe obtenerse la respectiva intersección de las restricciones. La solución de la inecuación, es la unión de los dos intervalos obtenidos.


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes inecuaciones fraccionarias:


  1) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]


  dividiendo por [image: ]y aplicando la tercera propiedad, la desigualdad cambia de sentido:


  [image: ]



  2) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]


  dividiendo por [image: ]:


  [image: ]



  3) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]


  como la división por cero no está definida, entonces la expresión presenta un enunciado falso. Nótese que simplificando la inecuación se llega a [image: ], expresión que es imposible que se cumpla.


  4) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  Si [image: ]se tiene:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]


  dividiendo por [image: ]:


  [image: ]


  dadas las restricciones [image: ]y [image: ], su intersección es [image: ]


  Si [image: ]entonces el resultado de la desigualdad cambia de sentido [image: ]


  dadas las restricciones [image: ]y [image: ], su intersección es [image: ]


  la solución está dada por: [image: ]


  5) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  Si [image: ]se tiene:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]


  dividiendo por [image: ]y aplicando la tercera propiedad, la desigualdad cambia de sentido:


  [image: ]


  dadas las restricciones [image: ]y [image: ], su intersección es [image: ]


  Si [image: ]entonces el resultado de la desigualdad cambia de sentido: [image: ]


  dadas las restricciones [image: ]y [image: ], su intersección es [image: ]


  Por lo tanto, la solución está dada por: [image: ]


  6) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  Si [image: ], que implica [image: ]se tiene:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]


  dividiendo por [image: ]y aplicando la tercera propiedad, la desigualdad cambia de sentido:


  [image: ]


  dadas las restricciones [image: ]y [image: ], su intersección es [image: ]


  Si [image: ], que implica [image: ]entonces el resultado de la desigualdad cambia de sentido [image: ]


  dadas las restricciones [image: ]y [image: ], su intersección es [image: ]


  Por lo tanto, la solución está dada por: [image: ]


  7) [image: ]


  Se multiplican ambos miembros por el mínimo común múltiplo de los denominadores, que es [image: ]:


  [image: ]


  Si [image: ], que implica [image: ]se tiene:


  [image: ]


  se efectúan las operaciones para cada término:


  [image: ]


  se transponen términos:


  [image: ]


  Se reducen los términos semejantes:


  [image: ]


  dividiendo por [image: ]:


  [image: ]


  dadas las restricciones [image: ]y [image: ], su intersección es [image: ]


  Si [image: ], que implica [image: ]entonces el resultado de la desigualdad cambia de sentido [image: ]


  dadas las restricciones [image: ]y [image: ], no existe intersección


  Por lo tanto, la solución está dada por: [image: ].


  


  VII.3.3 GRÁFICA DE UNA INECUACIÓN DE PRIMER GRADO


  Resolver una inecuación es encontrar el conjunto de valores de [image: ]que cumplan la desigualdad. Gráficamente, la solución de una inecuación de primer grado está representada por un intervalo del eje de las abscisas a partir de un valor límite [image: ]. Si la solución es de la forma [image: ], entonces la región será todos los números que estén a la derecha de [image: ]sin incluirlo. Si la solución es de la forma [image: ], la región incluye al valor [image: ]. De la misma forma, si la solución es de la forma [image: ], entonces la región será todos los números que estén a la izquierda de [image: ]sin incluirlo. Si la solución es de la forma [image: ], la región incluye al valor [image: ]. Dependiendo del tipo de desigualdad el conjunto solución puede ser uno o dos intervalos, la totalidad de los números reales o el conjunto vacío.


  Ejemplos.


  Representar gráficamente la solución de las siguientes inecuaciones de primer grado:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  

  [image: ]



  2) [image: ]


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  

  [image: ]



  3) [image: ]


  si [image: ]


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  dadas las restricciones [image: ]y [image: ], su intersección es [image: ]


  Si [image: ]entonces el resultado de la desigualdad cambia de sentido [image: ]


  dadas las restricciones [image: ]y [image: ], no hay intersección.


  Por lo tanto, la solución está dada por: [image: ]


  [image: ]


  


  VII.4 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO EN UNA VARIABLE


  Una ecuación de segundo grado en una variable es aquella que, una vez realizadas todas las reducciones posibles, el máximo exponente es dos.


  Una ecuación de este tipo también es llamada ecuación cuadrática y tiene la forma general:


  [image: ]


  donde [image: ], [image: ]y [image: ]son números reales; y [image: ]es la incógnita. El monomio [image: ]recibe el nombre de término cuadrático, [image: ]se conoce como término lineal y [image: ]es el término independiente.


  Ejemplos de ecuaciones de segundo grado en una variable:


  1) [image: ]

  2) [image: ]

  3) [image: ]

  4) [image: ]


  Una ecuación de segundo grado tiene siempre dos respuestas (algunas veces repetidas). El objetivo de resolverla es obtener las raíces [image: ]y [image: ], si existen, para los que la igualdad de la ecuación es cierta.


  Una ecuación cuadrática puede ser de dos tipos:


  Ecuación completa si [image: ] y [image: ]

  Ecuación incompleta si [image: ]ó [image: ].


  En la vida práctica, cuando se tiene que resolver una ecuación cuadrática que surge de un problema concreto, la mayoría de las veces ésta no tiene un formato sencillo, sin embargo, puede reducirse a alguna de estas formas para decidir el método que se usará para resolverla.


  Ejemplos.


  1) [image: ]es una ecuación completa

  2) [image: ]es una ecuación incompleta ya que no tiene el término independiente

  3) [image: ]es una ecuación incompleta porque carece del término lineal.


  


  VII.4.1 ECUACIONES INCOMPLETAS


  
    	Sea una ecuación incompleta de la forma [image: ]

  


  trasponiendo el término independiente: [image: ]


  dividiendo la ecuación por [image: ]: [image: ]


  Para despejar [image: ]de esta ecuación, se busca un número que elevado al cuadrado sea igual a [image: ].


  Como [image: ]si [image: ]y también [image: ]si [image: ], entonces estos dos números se encuentran en la recta numérica a un lado y al otro del cero y su distancia al origen es [image: ].


  Lo anterior significa que: [image: ], lo cual implica que [image: ]o [image: ].


  Por lo tanto, las raíces de la ecuación [image: ] están dadas por:


  [image: ]

  [image: ]


  Nótese como las raíces de la ecuación existirán siempre y cuando los coeficientes [image: ]y [image: ]tengan signos opuestos.


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ][image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ][image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  3) [image: ]


  Solución.


  Multiplicando por [image: ]:


  [image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  4) [image: ]


  Solución.


  Reduciendo términos semejantes se tiene: [image: ]


  [image: ][image: ]


  Comprobación:


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  5) [image: ]


  Solución.


  [image: ], por lo tanto no existen soluciones reales.


  Sea una ecuación incompleta de la forma [image: ]


  factorizando el primer miembro: [image: ]


  aplicando la propiedad cero de los números reales3: [image: ]y [image: ]


  despejando [image: ]de la segunda ecuación se obtiene: [image: ]


  Por lo tanto, las raíces de esta ecuación están dadas por:


  [image: ]

  [image: ]


  Nótese como una raíz siempre será cero y la otra siempre existe.


  Es común que en muchos ejercicios el factor común es de la forma [image: ], donde [image: ]es el máximo común divisor de [image: ]y [image: ], entonces si [image: ], se tiene que [image: ]


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ][image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ][image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  3) [image: ]


  Solución.


  [image: ][image: ]



  4) [image: ]


  Solución.


  Reduciendo términos semejantes se tiene: [image: ]


  [image: ][image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]



  5) [image: ]


  Solución.


  Multiplicando por [image: ]:


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]


  Comprobación:


  [image: ][image: ]


  


  VII.4.2 ECUACIONES COMPLETAS UTILIZANDO FÓRMULA GENERAL


  Existe una fórmula general que puede aplicarse a cualquier ecuación de segundo grado en una variable y que permite conocer la naturaleza de las raíces.


  Para resolver la ecuación de segundo grado en el caso general, se necesita que el primer miembro sea un cuadrado perfecto:


  Sea la ecuación: [image: ]


  se traspone el término independiente al segundo miembro: [image: ]


  dividiendo por [image: ]: [image: ]


  sumando [image: ]para que el primer miembro sea un trinomio cuadrado perfecto:


  [image: ]


  expresión que equivale a: [image: ]


  acomodando el segundo miembro: [image: ]


  expresión que equivale a: [image: ]


  factorizando el trinomio cuadrado perfecto: [image: ]


  extrayendo raíz cuadrada en ambos miembros: [image: ]


  aplicando propiedades de los radicales: [image: ]


  se traspone el término [image: ] al segundo miembro: [image: ]


  acomodando convenientemente se llega a:


  [image: ]


  expresión conocida como fórmula general para resolver una ecuación de segundo grado.


  En la fórmula general, la cantidad: [image: ]es llamada discriminante de la ecuación y determina la naturaleza de las raíces, de acuerdo a lo siguiente:


  
    	Si [image: ], las raíces son reales y diferentes.


    	Si[image: ], las raíces son reales e iguales.


    	Si[image: ], las raíces son complejas conjugadas.

  


  Ejemplos.


  Aplicando la fórmula general, resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado:


  1) [image: ]


  Simplificando la ecuación para que la sustitución sea más sencilla: [image: ]


  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  3(- 2)2 + 21(- 2) + 30 = 3(4) - 42 + 30 = 12 - 42 + 30 =0


  3(- 5)2 + 21(- 5) + 30 = 3(25) - 105 + 30 = 75 - 105 + 30 =0


  

  2) [image: ]



  Simplificando la ecuación para que la sustitución sea más sencilla: [image: ]


  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  2(4)2 - 14(4) + 24 = 2(16) - 56 + 24 = 32 - 56 + 24 =0


  2(3)2 - 14(3) + 24 = 2(9) - 42 + 24 = 18 - 42 + 24 =0


  3) 11x2 + 7x + 19 = 3 - 5x + 8x 2 + 4


  


  Reduciendo términos semejantes se tiene: [image: ]


  Simplificando la ecuación para que la sustitución sea más sencilla: [image: ]


  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  11(- 2)2 + 7(- 2) +19 = 11(4) - 14 + 19 = 44 - 14 + 19 = 49


  3 - 5(- 2) + 8(- 2)2 + 4 = 3 + 10 +8(4) + 4 = 3 + 10 + 32 + 4 = 49


  [image: ]



  4) [image: ]


  Multiplicando por [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]


  Simplificando la ecuación para que la sustitución sea más sencilla: [image: ]


  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  

  [image: ]



  5) [image: ]


  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ], por lo tanto no existen soluciones reales.


  


  VII.4.3 ECUACIONES COMPLETAS UTILIZANDO FACTORIZACIÓN


  Toda ecuación cuadrática [image: ] es una ecuación en la cual uno de sus miembros es un trinomio de segundo grado y el otro es cero. Muchos trinomios de segundo grado, pueden factorizarse como el producto de dos binomios que tienen un término en común4.


  El término común de los binomios es de grado uno ya que es raíz del término cuadrático. Para encontrar las raíces se resuelven las dos ecuaciones de primer grado.


  Este método aplica única y exclusivamente si el miembro de la derecha es cero y si el primer miembro es factorizable de acuerdo a la forma que se expuso en los subtemas V.2.6 y V.2.7.


  Ejemplos.


  Obtener las raíces de las siguientes ecuaciones de segundo grado por factorización:


  1) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  2) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  3) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  4) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  5) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  6) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ][image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  7) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  8) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  [image: ]

  [image: ]



  9) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  5(- 3)2 +10(-3) - 15 = 5(9) - 30 - 15 = 45 - 30 - 15 = 0


  5(1)2 +10(1) - 15 = 5(1) + 10 - 15 = 5 + 10 -15 = 0


  



  10) [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Comprobación:


  6(- 4)2 +15(-4) - 36 = 6(16) - 60 - 36 = 96 - 60 - 36 = 0


  [image: ]



  


  VII.4.4 PROBLEMAS DE APLICACIÓN


  Al momento de plantear un problema que se modele como una ecuación de segundo grado, al resolverla se deben aceptar sólo los valores de la incógnita que cumplan las condiciones del problema y rechazar los que no los cumplan.


  1) La suma de dos números es [image: ] y su producto [image: ], ¿cuáles son los números?


  Solución.


  El primer número es: [image: ]

  El segundo número es: [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  2) Hallar tres números impares consecutivos positivos, tales que si al cuadrado del mayor se le restan los cuadrados de los otros dos se obtiene como resultado [image: ].


  Solución.


  El primer número impar es: [image: ]

  El segundo número impar es: [image: ]

  El tercer número impar es: [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Se rechaza la segunda raíz por ser negativa.


  Los números son: [image: ], es decir: [image: ]


  3) La edad de un padre es el cuadrado de la de su hijo. Dentro de 24años la edad del padre será el doble de la del hijo. ¿Cuántos años tiene ahora cada uno?


  Solución.


  La edad del hijo es: [image: ]

  La edad del padre es: [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Se rechaza la segunda raíz por ser negativa.


  [image: ], por lo tanto, la edad del hijo es seis años y la del padre 36.


  4) Un triángulo tiene un área de 24cm2 y la altura mide 2cm. más que la base correspondiente. ¿Cuánto miden la base y la altura?


  Solución.


  La longitud de la base: [image: ]

  La longitud de la altura: [image: ]

  El área del triángulo es: [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Se rechaza la primera raíz por ser negativa.


  La longitud de la altura es: [image: ]


  Por lo tanto, la base mide [image: ]cm. y la altura mide [image: ]cm.


  [image: ]



  5) Una persona tiene 52años de edad y su nieto 2. ¿Después de cuántos años la razón entre la edad del abuelo y del nieto será igual a los tres cuartos del tiempo transcurrido para que eso suceda?


  Solución.


  El tiempo transcurrido es: [image: ]


  La edad del nieto después de [image: ]años es: [image: ]


  La edad del abuelo después de [image: ]años es: [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Se rechaza la segunda raíz por ser negativa.


  Por lo tanto, el tiempo que deberá transcurrir serán 8años.


  6) Un conjunto de personas alquiló un microbús en 1,200pesos. Como tres personas no fueron, las demás debieron pagar 20pesos más de lo acordado. ¿Cuántas viajaban originalmente?


  Solución.


  El número de personas es: [image: ]


  Cada persona debió pagar originalmente: [image: ]pesos.


  [image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Se rechaza la segunda raíz por ser negativa, se tiene que originalmente viajaban 15personas.


  7) Calcular la hipotenusa de un triángulo rectángulo, sabiendo que las medidas de sus lados son tres números consecutivos. Las medidas están en cm.


  Solución.


  El cateto menor es: [image: ]

  El cateto mayor es: [image: ]

  La hipotenusa es: [image: ]


  Aplicando el teorema de Pitágoras:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Se rechaza la segunda raíz por ser negativa.


  x + 1 = 3 + 1 = 4, x + 2 = 3 + 2 = 5


  Las longitudes de los catetos son: 3cm. y 4cm., la longitud de la hipotenusa es 5cm.


  [image: ]



  8) La diferencia de dos números naturales es 7y su suma multiplicada por el número menor es 184.Hallar los números.


  Solución.


  El número menor es [image: ]

  El número mayor es [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Se rechaza la segunda raíz por ser negativa.


  [image: ]


  Por lo tanto, los números son 8y 15.


  9) Los tiempos empleados por dos pintores para pintar cada uno un metro cuadrado difieren entre sí en un minuto. Trabajando conjuntamente emplean una hora en pintar 27metros cuadrados. ¿En cuánto tiempo pinta cada uno un metro cuadrado?


  Solución.


  El número de minutos que necesita el pintor más rápido para pintar un metro cuadrado es: [image: ]


  El número de minutos empleados por el otro pintor es: [image: ]


  La fracción de metro cuadrado que pinta el más rápido en un minuto es: [image: ]


  La fracción de metro cuadrado que pinta el otro en un minuto es: [image: ]


  La fracción de metro cuadrado que pintan entre los dos en un minuto es: [image: ]


  Trabajando juntos pintan 27metros cuadrados en una hora, así que en un minuto pintan: [image: ]


  Por tanto: [image: ]


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ][image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Se rechaza la segunda raíz por ser negativa.

  [image: ], así que los pintores emplean 4y 5minutos, respectivamente para pintar un metro cuadrado.


  


  VII.4.5 GRÁFICA DE UNA ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO


  Para graficar una ecuación de segundo grado, se establece la ecuación [image: ]. La solución de [image: ] son los valores [image: ] que hacen [image: ], es decir los puntos [image: ]y [image: ]donde la curva [image: ]cruza el eje [image: ].


  El resultado gráfico siempre es una curva que recibe el nombre de parábola, cuyas características son:


  1)Si [image: ], la parábola se abre hacia arriba:


  2)Si [image: ], la parábola se abre hacia abajo:


  3)La intersección con el eje [image: ]es el punto [image: ]


  4)Como las soluciones dependen del signo del discriminante [image: ], se tiene que:


  
    	Si [image: ], la ecuación tiene soluciones reales y distintas, por lo tanto la parábola corta en dos puntos al eje [image: ].


    	Si [image: ], la ecuación tiene soluciones reales iguales, por lo tanto la parábola es tangente al eje [image: ].


    	Si [image: ], la ecuación no tiene soluciones reales, por lo tanto la parábola no corta el eje [image: ].

  


  La ecuación [image: ]puede evaluarse para todo [image: ]R y por ello se unen los puntos obtenidos para obtener sus gráficas.


  Para fines prácticos, tabulando valores diferentes de [image: ]se pueden obtener los valores de [image: ], generando puntos de coordenadas [image: ]que se localizan en el plano coordenado y que al unirse conforman la parábola.


  Si las coordenadas de los puntos son grandes puede ser necesario modificar la escala en los ejes [image: ]y [image: ], lo que provoca que las gráficas se deformen. Esto significa que su aspecto es diferente al que realmente tienen.


  Ejemplos.


  Graficar las siguientes ecuaciones de segundo grado:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  

  [image: ]


  La parábola se abre hacia arriba y las raíces de la ecuación son diferentes:


  [image: ]

  [image: ]



  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  

  [image: ]


  La parábola se abre hacia abajo y las raíces de la ecuación son diferentes:


  [image: ]

  [image: ]



  3) [image: ]


  Solución


  [image: ]

  

  [image: ]



  La parábola se abre hacia arriba y las raíces de la ecuación son iguales:


  [image: ]

  [image: ]



  4) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  

  [image: ]


  La parábola se abre hacia arriba y las raíces de la ecuación no son reales.


  


  VII.5 DESIGUALDADES DE SEGUNDO GRADO EN UNA VARIABLE


  Una desigualdad de segundo grado o desigualdad cuadrática, tiene la forma:


  [image: ] o [image: ]o [image: ]o [image: ]


  donde [image: ]y [image: ]son números reales y [image: ]. Su solución generalmente representa un intervalo o la unión de dos intervalos de números reales.


  Para resolver una desigualdad cuadrática se usan los conceptos de número crítico y número de prueba.


  Un número crítico de la desigualdad mencionada es una raíz real de la ecuación cuadrática [image: ].


  Si [image: ]y [image: ]son números críticos y [image: ], entonces el polinomio [image: ]sólo puede cambiar de signo algebraico en [image: ]y [image: ]por la tanto el signo más o menos de [image: ]será constante en cada uno de los intervalos [image: ], [image: ], [image: ].


  Para determinar si estos intervalos son o no solución de la inecuación, se evalúa con un número [image: ]de prueba arbitrario en [image: ] para cada intervalo. Los resultados obtenidos sirven para ubicar el conjunto de soluciones de la desigualdad.


  Un procedimiento sistemático para la resolución de inecuaciones cuadráticas es el siguiente:


  
    	Se trasladan todos los términos de la inecuación al miembro de la izquierda.


    	Se hallan los números críticos [image: ]y [image: ]de la ecuación cuadrática y se forman los intervalos [image: ], [image: ], [image: ].


    	Se prueban con valores de fácil sustitución localizados en dichos intervalos para determinar cuáles son los que satisfacen la desigualdad.

  


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes inecuaciones:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Los números críticos son:


  [image: ]y [image: ]


  los intervalos solución pueden ser [image: ], [image: ]y [image: ]


  probando con tres números ubicados en esos intervalos para saber si cumplen la desigualdad [image: ]:


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  Los valores que cumplen la desigualdad son el primero y el tercero, por lo que la solución es: [image: ].


  La gráfica de la parábola se ubica por arriba del eje [image: ]en los intervalos solución de la desigualdad porque sus ordenadas son mayores que cero:


  [image: ]


  


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Los números críticos son:


  [image: ]y [image: ]


  los intervalos solución pueden ser [image: ], [image: ]y [image: ]


  probando con tres números ubicados en esos intervalos para saber si cumplen la desigualdad [image: ]:


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: (-5)2 - 4 = 25 - 4 = 21 > 0


  para [image: ]del intervalo [image: ] se tiene: 02 - 4 = 0 - 4 = - 4 < 0 


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: 52 - 4 = 25 - 4 = 21 > 0  


  El valor que cumple la desigualdad es el segundo, por lo que la solución es: [image: ].


  La gráfica de la parábola se ubica por abajo del eje [image: ]en los intervalos solución de la desigualdad porque sus ordenadas son menores que cero:


  [image: ]


  


  3) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Los números críticos son:


  [image: ]

  [image: ]


  los intervalos solución pueden ser: [image: ], [image: ]y [image: ]


  probando con tres números ubicados en esos intervalos para saber si cumplen la desigualdad [image: ]:


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  Los valores que cumplen la desigualdad son el primero y el tercero, por lo que la solución es: [image: ].


  La gráfica de la parábola se ubica por arriba del eje [image: ]en los intervalos solución de la desigualdad porque sus ordenadas son mayores o iguales que cero:


  [image: ]


  


  4) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  Los números críticos son:


  [image: ]

  [image: ]


  los intervalos solución pueden ser: [image: ], [image: ]y [image: ]


  probando con tres números ubicados en esos intervalos para saber si cumplen la desigualdad [image: ]:


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ] se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  El valor que cumple la desigualdad es el segundo, por lo que la solución es: [image: ].


  La gráfica de la parábola se ubica por abajo del eje [image: ]en los intervalos solución de la desigualdad porque sus ordenadas son menores que cero:


  [image: ]


  


  5) [image: ]


  Solución.


  Trasponiendo términos: [image: ]


  [image: ]

  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ][image: ]


  Los números críticos son:


  [image: ]

  [image: ]


  Nótese que la ecuación también puede factorizarse y los números críticos pueden obtenerse más rápidamente:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  los intervalos solución pueden ser: [image: ], [image: ]y [image: ]


  probando con tres números ubicados en esos intervalos para saber si cumplen la desigualdad [image: ]:


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  Por lo tanto, el valor que cumple la desigualdad es el segundo, por lo que la solución es: (-2,4).


  La gráfica de la parábola se ubica por abajo del eje [image: ]en los intervalos solución de la desigualdad porque sus ordenadas son menores que cero:


  [image: ]


  


  6) [image: ]


  Solución.


  Trasponiendo términos: [image: ]


  Simplificando: [image: ]


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  los intervalos solución pueden ser [image: ], [image: ]y [image: ]


  probando con tres números ubicados en esos intervalos para saber si cumplen la desigualdad [image: ]:


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  Los valores que cumplen la desigualdad son el primero y el tercero, por lo que la solución es: [image: ].


  La gráfica de la parábola se ubica por ariba del eje [image: ]en los intervalos solución de la desigualdad porque sus ordenadas son mayores que cero:


  [image: ]


  


  7) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]


  Trasponiendo términos:


  [image: ]

  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ]

   [image: ]

   [image: ]

   [image: ]


  Los números críticos son:


  [image: ]

  [image: ]


  los intervalos solución pueden ser [image: ], [image: ]y [image: ]


  probando con tres números ubicados en esos intervalos para saber si cumplen la desigualdad [image: ]:


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: (-7)2 + 2(-7) - 24 = 49 - 14 - 24 = 11 > 0


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene:02 + 2(0) - 24 = 0 - 0 - 24 = - 24 < 0


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene:(5)2 + 2(5) - 24 = 25 + 10 - 24 = 11 > 0


  Por lo tanto, el valor que cumple la desigualdad es el segundo, por lo que la solución es: [image: ].



  La gráfica de la parábola se ubica por abajo del eje [image: ]en los intervalos solución de la desigualdad porque sus ordenadas son menores que cero:


  [image: ]


  


  8) [image: ]


  Solución.


  Trasponiendo términos: [image: ]


  [image: ]

  [image: ]


  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ][image: ]


  Los números críticos son:


  [image: ]

  [image: ]


  los intervalos solución pueden ser [image: ]y [image: ]


  probando con dos números ubicados en esos intervalos para saber si cumplen la desigualdad [image: ]:


  para [image: ]del intervalo [image: ]se tiene: [image: ]


  para [image: ]del intervalo [image: ] se tiene: [image: ]


  Ninguno de los valores que cumplen la desigualdad, por lo que no tiene solución.


  Nótese como la desigualdad [image: ]se puede expresar como:


  [image: ]


  Factorizando:


  [image: ]


  Puesto que el cuadrado de cualquier número real siempre es mayor o igual a cero, entonces se comprueba que esta inecuación no tiene solución.


  Toda la parábola se localiza por arriba del eje [image: ], por eso no hay solución:


  [image: ]


  


  9) [image: ]


  Solución.


  Trasponiendo términos: [image: ]


  Convirtiendo esta desigualdad a un trinomio cuadrado perfecto, se tiene:


  [image: ][image: ]

  [image: ][image: ]


  Puesto que el cuadrado de cualquier número real siempre es mayor o igual a cero, entonces se trata de una desigualdad absoluta.


  Toda la parábola se localiza por abajo del eje [image: ]y su solución es cualquier número real:


  [image: ]


  


  VII.6 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) ¿Cuál es la diferencia entre una expresión matemática y una ecuación?

  2) ¿Cómo se clasifican las ecuaciones?

  3) ¿Cuál es el procedimiento general para resolver una ecuación de primer grado?


  
    	Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado enteras:

  


  4)12 - 5x - 3x - 4 -5x - 12 = 6x -13x + 5 - 11 + 12x


  5) 3(2 - 5x) - 5x - 3(4 -6x) - 10 = 6(4x -3) - x + 7x - 16 + 2(1 - 3x)


  6) -2(4x- 8) - 3(6 -10x) +11 - 10(1+ 2x) = 0


  7) [image: ]


  
    	Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado fraccionarias:

  


  8) [image: ]

  9) [image: ]

  10) [image: ]

  11) [image: ]

  12) [image: ]

  13) [image: ] 

  14) La edad de Sofía es el triple que la de Fabiola. Si ambas edades suman cincuenta y dos años ¿Cuántos años cumple Fabiola el próximo año?

  15) Para cocer medio kilogramo de verduras se requiere agregarle veinte gramos de sal. ¿Cuántos Kg. de verdura necesita para ocupar un Kg. de sal?

  16) Se sabe que el triple de la mitad de la edad de Ana es igual a sesenta y tres años. Halla la edad de Ana dentro de cuatro años.

  17) Hallar las dimensiones de un rectángulo sabiendo que su perímetro es igual a [image: ]cm. y que su longitud es [image: ]cm. más pequeña que el doble de su anchura.

  18) Juan tiene doce monedas más que Enrique y entre ambos tienen 78. ¿Cuántas monedas tiene cada uno?

  19) Un obrero A puede realizar un trabajo en tres días y otro B, lo puede hacer en seis días. Hallar el tiempo que tardarán en realizar el mismo trabajo los dos juntos.


  
    	Representar gráficamente la solución de las siguientes ecuaciones de primer grado:

  


  20) [image: ]

  21) [image: ]

  22) [image: ]

  23) ¿Cuál es la diferencia entre las desigualdades absolutas y las condicionales?

  24) ¿Cuáles son las propiedades de las desigualdades?


  
    	Resolver las siguientes inecuaciones de primer grado:

  


  25) 7x - 8 - 5x - 6 - 17 > - 5 + 6x -7 +13 - 8x

  26) 5(3x - 6) - x - 8(4 -2x) - 11 < - 4 + 9(11x -6) - 12 + 6x 

  27) 5mx - 8n + 7n (x - 2) + 9nmx > 2 (x - 3m) - 6mm + 4m


  


  
    	Resolver las siguientes inecuaciones fraccionarias:

  


  28) [image: ]

  29) [image: ]

  30) [image: ]

  31) [image: ]

  32) [image: ]

  33) [image: ]


  
    	Graficar la solución de las siguientes inecuaciones de primer grado:

  


  34) [image: ]

  35) [image: ]

  36) [image: ]

  37) ¿Cómo se clasifican las ecuaciones de segundo grado?


  
    	En caso de existir en R, obtener las raíces de las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas:

  


  38) [image: ]

  39) [image: ]

  40) [image: ]

  41) 5x2 -6 + 8x2 - 7 = 17x2 + 2x2 - 22     


  
    	Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas:

  


  42) [image: ]

  43) [image: ]

  44) [image: ]

  45) 6x2 -2x + 9x2 = 3x + 8x2 - 7x


  46) Deducir la fórmula general para encontrar las raíces de una ecuación de segundo grado.


  47) ¿Cómo se puede determinar la naturaleza de las raíces de una ecuación de segundo grado?


  48) Aplicando la fórmula general, encontrar la solución de las siguientes ecuaciones de segundo grado completas:

  49) [image: ]

  50) [image: ]

  51) [image: ]

  52) [image: ]

  53) [image: ]


  
    	Por medio de factorización, resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado:

  


  54) [image: ]

  55) [image: ]

  56) [image: ]

  57) [image: ]


  
    	Aplicando la factorización correspondiente, resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado:

  


  58) [image: ]

  59) [image: ]

  60) [image: ]

  61) [image: ]

  62) Hallar dos enteros consecutivos pares cuyo producto sea 728

  63) Si al cuadrado de un número se le resta 54se obtiene el triple del número. ¿Cuál es el número?

  64) El largo de un rectángulo excede en [image: ]metros al ancho. Si el área es de [image: ], ¿cuáles son sus dimensiones?

  65) Un rectángulo tiene de largo [image: ]menos de longitud que su diagonal y [image: ]más que de ancho. Hallar su perímetro.

  66) Una piscina que tiene [image: ]de largo y [image: ]de ancho está bordeada por una acera de ancho uniforme. Si el área de la acera es de [image: ], ¿cuánto mide su ancho?

  67) ¿Qué tipo de curva representa una ecuación de segundo grado?

  68) De acuerdo con el discriminante [image: ], explicar cuál es el comportamiento gráfico de las raíces.


  


  
    	Graficar las siguientes ecuaciones de segundo grado:

  


  69) [image: ]

  70) [image: ]

  71) [image: ]

  72) [image: ]

  73) ¿Qué representa la solución de una desigualdad de segundo grado?

  74) ¿Qué es un número crítico y qué es un número de prueba?


  
    	Resolver y graficar las siguientes inecuaciones cuadráticas:

  


  75) [image: ]

  76) [image: ]

  77) [image: ]

  78) [image: ]

  79) [image: ]

  80) [image: ]


  


  NOTAS


  1Esta nomenclatura la introdujo el matemático René Descartes en 1637.[regresar]


  2En situaciones reales la solución de la ecuación debe tener sentido en el contexto en que se trabaja. Esto significa que no basta con resolver una ecuación sino que también hay que analizar la pertinencia de la solución, esto es si el resultado pertenece al conjunto definido por la situación particular a la que se refiere la ecuación. En este tema se abordarán soluciones de ecuaciones que sólo existan en los números reales.[regresar]


  3Esta propiedad establece que si el producto de dos números es cero, entonces uno de ellos o ambos es cero.[regresar]


  4De acuerdo a lo expuesto en la sección V.2.7, el último paso de la factorización de un trinomio de la forma [image: ] consiste en dividir por [image: ]y el resultado final puede no ser el producto de dos binomios por un término común. Para resolver ecuaciones del tipo [image: ]no es necesario dividir por [image: ], así que el resultado será el producto de dos binomios por un término común porque estrictamente no se completa la factorización.[regresar]


  SISTEMAS DE ECUACIONES Y DE DESIGUALDADES

  UNIDAD VIII


  


  VIII.1 SISTEMAS DE ECUACIONES


  Una ecuación lineal con dos incógnitas [image: ]y [image: ]es una expresión de la forma [image: ], donde [image: ] R y [image: ]y [image: ]son diferentes de cero.


  Toda ecuación lineal con dos incógnitas tiene un número ilimitado de soluciones de la forma [image: ]y su gráfica determina una recta.


  Ejemplos.


  1) La ecuación lineal [image: ]tiene entre sus ilimitadas soluciones a los valores: [image: ], [image: ], [image: ]y [image: ]


  2) La ecuación lineal tiene entre sus ilimitadas [image: ] soluciones a los valores: [image: ], [image: ], [image: ]y [image: ]


  Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones que poseen incógnitas. Para indicar que varias ecuaciones forman un sistema, se abarca el conjunto de todas ellas con una llave.


  Un sistema de dos ecuaciones lineales con incógnitas [image: ]y [image: ], también llamado ecuaciones simultáneas de dos por dos es de la forma:


  [image: ]


  donde [image: ]son coeficientes reales y [image: ]son términos independientes. En cada una de las ecuaciones, por lo menos uno de los coeficientes de las incógnitas es diferente de cero.


  Los sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas que surgen del planteamiento de un problema, generalmente no tienen la forma estándar, sin embargo, debe obtenerse.


  Resolver un sistema de este tipo es encontrar los pares de números [image: ]y [image: ]que satisfacen ambas ecuaciones, si existen. Gráficamente, una solución del sistema es un punto común a ambas rectas [image: ].


  En un sistema de dos ecuaciones lineales:


  
    	Si las dos rectas que se cruzan en un punto, éste representa la solución del sistema. En este caso el sistema es compatible determinado.


    	Si las dos rectas coinciden en todos sus puntos, tiene infinitas soluciones. En este caso el sistema es compatible indeterminado.


    	Si las dos rectas son paralelas, no tienen ningún punto común. En este caso el sistema es incompatible y no tiene solución.

  


  


  VIII.2 MÉTODOS DE SOLUCIÓN DE SISTEMAS DE DOS ECUACIONES Y DOS INCÓGNITAS


  Existen cinco métodos para resolver sistemas de ecuaciones:


  
    	Igualación


    	Suma y resta (eliminación)


    	Sustitución


    	Determinantes


    	Gráfico

  


  


  VIII.2.1 MÉTODO DE IGUALACIÓN


  El método de igualación consiste en realizar los siguientes pasos:


  
    	Se despeja la misma incógnita en las dos ecuaciones.


    	Se igualan las expresiones despejadas y se obtiene una ecuación lineal para la otra incógnita.


    	Se resuelve la ecuación lineal.


    	Se sustituye este valor en cualquiera de las dos expresiones despejadas a fin de obtener el valor de la otra.


    	Se realiza la comprobación.

  


  Ejemplos.


  Aplicando el método de igualación, resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:


  1) [image: ]


  Solución.


  De la primera ecuación se despeja [image: ]: [image: ]


  de la segunda ecuación también se despeja [image: ]: [image: ]


  se igualan estas dos últimas ecuaciones: [image: ]


  resolviendo para [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  sustituyendo en la primera ecuación despejada, se obtiene el valor de la otra incógnita:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  De la primera ecuación se despeja [image: ]: [image: ]


  de la segunda ecuación también se despeja [image: ]: [image: ]


  se igualan estas dos últimas ecuaciones: [image: ]


  resolviendo para [image: ]:


  [image: ][image: ][image: ]

  [image: ]


  sustituyendo en la primera ecuación despejada, se obtiene el valor de la otra incógnita:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  La primera ecuación, se multiplica por [image: ]:


  [image: ]


  la segunda ecuación, se multiplica por [image: ]:


  [image: ]


  el sistema se convierte a su forma estándar: [image: ]


  de la primera ecuación se despeja [image: ]: [image: ]


  de la segunda ecuación también se despeja[image: ]: [image: ]


  se igualan estas dos últimas ecuaciones: [image: ]


  resolviendo para [image: ]:


  [image: ][image: ][image: ]

  [image: ]


  sustituyendo en la primera ecuación despejada, se obtiene el valor de la otra incógnita:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  


  VIII.2.2 MÉTODO DE SUMA Y RESTA (ELIMINACIÓN)


  El método de suma y resta, también llamado de eliminación consiste en efectuar el procedimiento siguiente:


  
    	Se multiplica cada ecuación por constantes de modo que los coeficientes de la variable a eliminar resulten iguales en valor absoluto pero con signos opuestos.


    	Se suman ambas ecuaciones para obtener una nueva ecuación en términos solamente de la otra variable.


    	Se resuelve la ecuación lineal.


    	Se despeja la otra variable de cualquiera de las ecuaciones del sistema.


    	Se sustituye el valor obtenido en la expresión despejada para obtener el valor de la otra.


    	Se realiza la comprobación.

  


  Ejemplos.


  Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de eliminación:


  1) [image: ]


  Solución.


  Se multiplica la primera ecuación por [image: ]y se suma a la segunda: [image: ]


  [image: ]


  de la primera ecuación se despeja la otra incógnita y se sustituye el valor obtenido:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  Se multiplica la segunda ecuación por [image: ]y se suma a la primera: [image: ]


  [image: ]


  de la primera ecuación se despeja la otra incógnita y se sustituye el valor obtenido:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  Se multiplica la primera ecuación por [image: ]y se suma a la segunda: [image: ]


  [image: ]


  de la primera ecuación se despeja la otra incógnita y se sustituye el valor obtenido:


  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  


  VIII.2.3 MÉTODO DE SUSTITUCIÓN


  El método de sustitución consiste en efectuar los siguientes pasos:


  Despejar una de las incógnitas de una de las ecuaciones.


  Sustituir la expresión despejada en la otra ecuación.


  Se resuelve la ecuación lineal, generalmente fraccionaria.


  Se sustituye este valor en la expresión despeja a fin de obtener el valor de la otra.


  Se realiza la comprobación.


  Ejemplos.


  Mediante el método de sustitución, resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:


  1) [image: ]


  Solución.


  De la primera ecuación se despeja [image: ]: [image: ]


  se sustituye en la segunda ecuación: [image: ]


  multiplicando por [image: ]: [image: ]


  [image: ]

  [image: ]


  sustituyendo en la ecuación despejada: [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  De la primera ecuación se despeja [image: ]: [image: ]


  se sustituye en la segunda ecuación: [image: ]


  multiplicando por [image: ]: [image: ]


  [image: ]

  [image: ]


  sustituyendo en la ecuación despejada: [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  De la primera ecuación se despeja [image: ]: [image: ]


  se sustituye en la segunda ecuación: [image: ]


  simplificando: [image: ][image: ]


  [image: ]


  sustituyendo [image: ] en la ecuación despejada:


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ].


  Comprobación: [image: ]


  


  VIII.2.4 MÉTODO DE DETERMINANTES


  Dado un arreglo de números de la forma: [image: ], su determinante:


  [image: ]


  denotado por [image: ], es el resultado de la operación: [image: ]y representa el producto de números que conforman su diagonal principal (la que se dirige hacia abajo) menos el producto de números que conforman su diagonal secundaria (la que se dirige hacia arriba).


  Ejemplos.


  Calcular los siguientes determinantes:


  1) [image: ]


  2) [image: ]


  3) [image: ]


  4) [image: ]


  Dado un sistema de la forma:


  [image: ]


  
    	El determinante del Sistema [image: ]es el determinante del arreglo formado por los coeficientes de las incógnitas.


    	El determinante de la incógnita [image: ] es el que se obtiene sustituyendo en el arreglo del sistema la columna de los coeficientes de la incógnita [image: ] por la columna de los términos independientes.


    	El determinante de la incógnita [image: ] es el que se obtiene sustituyendo en el arreglo del sistema la columna de los coeficientes de la incógnita [image: ] por la columna de los términos independientes.

  


  La Regla de Cramer establece que dado un sistema de ecuaciones lineales cuyos términos independientes no son cero, el valor de cada incógnita se obtiene dividiendo el determinante de la incógnita por el determinante del sistema. Esto es:


  [image: ]


  [image: ]


  En este método solo interesan los coeficientes numéricos incluyendo su signo y, en ambos casos, el denominador es el mismo.


  Ejemplos.


  Por medio de determinantes, resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  

  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  

  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  

  [image: ]


  Por lo tanto: [image: ]y [image: ]. Comprobación: [image: ]


  4) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  

  [image: ]


  Al no existir división por cero, el sistema es incompatible.


  


  VIII.2.5 MÉTODO GRÁFICO


  Como ya se mencionó, cada ecuación lineal de un sistema representa una recta. Esto implica que la representación de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas consiste en un par de rectas y recuérdese que:


  
    	Si se cortan, el sistema es compatible determinado y las coordenadas del punto de corte son la solución del sistema.


    	Si las rectas son coincidentes (son la misma recta), el sistema es compatible indeterminado y sus soluciones son todos los puntos de la recta.


    	Si las rectas son paralelas, el sistema es incompatible.

  


  Para fines de graficación conviene despejar de ambas ecuaciones la variable [image: ]. Se puede elaborar una tabla de valores o se ubican los puntos en que cruzan a los ejes coordenados para cada recta, se trazan y se analiza su comportamiento.


  Ejemplos.


  Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando el método gráfico:


  1) [image: ]


  Solución


  Para la primera ecuación:


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Para la segunda ecuación:


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  graficando se obtiene que la solución es el punto de intersección [image: ], es decir [image: ]


  comprobación: [image: ]


  [image: ]



  2) [image: ]


  Solución


  Para la primera ecuación:


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Para la segunda ecuación:


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  graficando se obtiene que la solución es el punto de intersección [image: ], es decir [image: ]


  comprobación: [image: ]


  [image: ]

  



  3) [image: ]


  Solución


  Para la primera ecuación:


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Para la segunda ecuación:


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  graficando se obtiene que la solución es el punto de intersección [image: ], es decir [image: ]


  comprobación: [image: ]


  [image: ]


  


  VIII.3 PROBLEMAS CON SISTEMAS DE DOS ECUACIONES Y DOS INCÓGNITAS


  Muchos problemas técnicos y científicos requieren la resolución de sistemas de ecuaciones lineales. Se trata de un tema fundamental para todas las disciplinas que utilizan las matemáticas de una manera u otra. En muchos problemas existe dependencia entre las diferentes magnitudes o variables que intervienen, y a menudo, se expresa en forma de ecuación lineal.


  Dentro del proceso de resolución de problemas con sistemas de ecuaciones lineales, se pueden definir cinco etapas:


  
    	Leer el problema


    	Definir las incógnitas principales de forma precisa


    	Traducción matemática del problema para plantearlo


    	Resolución


    	Interpretación de las soluciones para contrastar la adecuación de las soluciones obtenidas.

  


  Ejemplos.


  1) En una granja, se tienen cien animales entre puercos y gallinas. Si en total suman 240patas, ¿cuántos animales tengo de cada clase?


  Solución.


  [image: ]es el número de puercos

  [image: ]es el número de gallinas


  como cada puerco tiene cuatro patas y cada gallina dos, el sistema está dado por:


  [image: ][image: ]


  resolviendo por eliminación, se multiplica la primera ecuación por -2y se suma a la segunda:


  [image: ]

  [image: ]



  de la primera ecuación se despeja la otra incógnita y se sustituye el valor obtenido:


  [image: ]



  Por lo tanto, hay 20 puercos y 80gallinas.


  Comprobación: [image: ]


  



  2) Una cuerda mide doce metros y se corta en dos partes de tal manera que una es dos metros más grande que la otra. ¿Cuales son las nuevas medidas de las cuerdas?


  Solución.


  [image: ]es la longitud del pedazo más grande

  [image: ]es la longitud del pedazo más pequeño


  [image: ]



  ordenando:


  [image: ]



  resolviendo por eliminación, se suma la primera ecuación a la segunda:


  [image: ]

  [image: ]



  de la primera ecuación se despeja la otra incógnita y se sustituye el valor obtenido:


  [image: ]



  Por lo tanto, los pedazos miden [image: ]y [image: ]metros.


  Comprobación: [image: ]


  3) Seis Kg. de piñones y cinco Kg. de nueces costaron 2,270pesos y cinco Kg. de piñones y cuatro de nueces costaron 1,880pesos. Hallar el precio de un kilogramo de piñones y uno de nueces.


  Solución.


  [image: ]es el precio en pesos de un Kg. de piñones

  [image: ]es el precio en pesos de un Kg. de nueces


  [image: ]



  resolviendo por determinantes:


  [image: ]

  [image: ]



  Por lo tanto, un Kg. de piñones vale 320pesos y uno de nueces vale 70pesos.


  Comprobación: [image: ]


  4) Paola tiene 27años más que su hija Andrea. Dentro de 8años, la edad de Paola doblará a la de Andrea. ¿Cuántos años tiene cada una?


  Solución.


  [image: ]es la edad de Paola

  [image: ]es la edad de Andrea


  [image: ]



  simplificando:


  [image: ][image: ]



  resolviendo por eliminación, se multiplica la primera ecuación por -1y se suma a la segunda


  [image: ]

  [image: ]



  de la primera ecuación se despeja la otra incógnita y se sustituye el valor obtenido:


  [image: ]



  Por lo tanto, Paola tiene 46años y Andrea tiene 19años.


  Comprobación: [image: ]


  



  5) La diferencia de dos números es 14, y la cuarta parte de su suma es 13. Hallar los números.


  Solución.


  [image: ]es el número mayor

  [image: ]es el número menor


  [image: ]



  simplificando:


  [image: ][image: ]



  resolviendo por eliminación, se suma la primera ecuación a la segunda:


  [image: ]

  [image: ]



  de la primera ecuación se despeja la otra incógnita y se sustituye el valor obtenido:


  [image: ]



  Por lo tanto, los números son 33y 19.


  Comprobación: [image: ]


  



  6) Si a los dos términos de una fracción se añade 3, el valor de la fracción es [image: ], y si a los dos términos se resta 1, el valor de la fracción es [image: ]. Hallar la fracción.


  Solución.


  [image: ]es el numerador

  [image: ]es el denominador

  [image: ]es la fracción buscada.


  [image: ]



  simplificando: [image: ][image: ][image: ]


  resolviendo por igualación, de la primera ecuación se despeja [image: ]: [image: ]


  de la segunda ecuación también se despeja [image: ]: [image: ]


  se igualan estas dos últimas ecuaciones: [image: ]


  resolviendo para [image: ]:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  sustituyendo en la primera ecuación despejada, se obtiene el valor de la otra incógnita:


  [image: ]



  Por lo tanto, la fracción es [image: ]


  Comprobación: [image: ]


  



  7) El precio del boleto para un concierto es de 225pesos para público en general, y 150pesos para estudiantes. La taquilla recaudó 77,775pesos por la venta de 450boletos. ¿Cuántos boletos de cada tipo se vendieron?


  Solución.


  [image: ]es el número de boletos vendidos a público en general

  [image: ]es el número de boletos vendidos a estudiantes


  [image: ]



  resolviendo por eliminación, se multiplica la primera ecuación por -225y se suma a la segunda:


  [image: ]

  [image: ]



  de la primera ecuación se despeja la otra incógnita y se sustituye el valor obtenido:


  [image: ]



  Por lo tanto, se vendieron 137boletos a público en general y 313a estudiantes.


  Comprobación: [image: ]


  



  8) Una llave A tarda en llenar un depósito el doble de tiempo que otra llave B. Abiertas simultáneamente, llenan el depósito en dos horas. ¿Cuánto tarda cada una por separado?


  Solución.


  [image: ]son las horas que tarda la llave A en llenar el depósito, así que en una hora llena [image: ]del depósito

  [image: ]son las horas que tarda la llave B en llenar el depósito, así que en una hora llena [image: ]del depósito

  Las dos llaves tardan dos horas en llenar el depósito, así que en una hora llenan [image: ]del depósito


  [image: ]



  sustituyendo la segunda ecuación en la primera se tiene:


  [image: ]



  multiplicando por [image: ]:


  [image: ]



  sustituyendo en la segunda ecuación: [image: ]


  Por lo tanto, la llave A llena el depósito en 6horas y la llave B lo hace en 3horas.


  Comprobación: [image: ]


  



  9) Un bote que navega por un río recorre 15kilómetros en hora y media a favor de la corriente y 12kilómetros en dos horas contra la corriente. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad del río.


  Solución.


  [image: ]es la velocidad en Km. por hora del bote en agua tranquila

  [image: ]es la velocidad en Km. por hora del río

  [image: ]es la velocidad del bote a favor de la corriente

  [image: ]es la velocidad del bote contra la corriente

  [image: ]

  [image: ]


  simplificando:


  [image: ][image: ]



  resolviendo por determinantes:


  [image: ]

  [image: ]



  Por lo tanto, la velocidad del bote en agua tranquila es de [image: ]y la velocidad del río es de [image: ]


  Comprobación: [image: ]


  


  VIII.4 SISTEMAS DE DOS INECUACIONES Y DOS INCÓGNITAS


  Un sistema de inecuaciones lineales con una incógnita es el conjunto formado por dos o más inecuaciones lineales de la forma:


  
    [image: ]
  


  o cualquier otro signo de desigualdad, donde [image: ]son coeficientes reales y [image: ]son términos independientes.


  La solución de un sistema de este tipo es un conjunto de números reales [image: ]que satisfagan simultáneamente todas y cada una de las desigualdades. La solución, en caso de existir, suele expresarse en forma de intervalo y se debe tener cuidado en expresar correctamente si es abierto o cerrado según el signo de desigualdad utilizado.


  Particularmente, un sistema de dos inecuaciones lineales con incógnita [image: ], es de la forma:


  
    [image: ]
  


  o cualquier otro signo de desigualdad. Resolver un sistema de este tipo es encontrar el intervalo de números reales [image: ]que satisface ambas inecuaciones, si existe.


  Ejemplos.


  Resolver los siguientes sistemas de inecuaciones con una incógnita.


  1) [image: ]


  Solución.


  De la primera inecuación:


  [image: ]



  de la segunda inecuación:


  [image: ]

  



  el conjunto solución es la intersección de ambos intervalos que corresponde al intervalo señalado por la flecha, por lo tanto es [image: ]


  
    [image: ]
  


  



  2) [image: ]


  Solución.


  De la primera inecuación:


  [image: ]


  de la segunda inecuación:


  [image: ]



  el conjunto solución es la intersección de ambos intervalos que corresponde al intervalo señalado por la flecha, por lo tanto es [image: ]


  
    [image: ]
  


  



  3) [image: ]


  Solución.


  De la primera inecuación:


  [image: ]



  de la segunda inecuación:


  [image: ]



  el conjunto solución es la intersección de ambos intervalos que corresponde al intervalo señalado por la flecha, por lo tanto es [image: ]


  
    [image: ]
  


  



  4) [image: ]


  Solución.


  De la primera inecuación:


  [image: ]



  de la segunda inecuación:


  [image: ]



  al no haber intersección de ambos intervalos, no hay solución.


  
    [image: ]
  


  



  5) [image: ]


  Solución.


  De la primera inecuación:


  [image: ]



  de la segunda inecuación:


  [image: ]



  el conjunto solución es la intersección de ambos intervalos que corresponde al intervalo señalado por la flecha, por lo tanto es [image: ]


  
    [image: ]
  


  



  Un sistema de dos inecuaciones lineales con incógnitas [image: ]y [image: ], es de la forma:


  
    [image: ]
  


  o cualquier otro signo de desigualdad, donde [image: ]son coeficientes reales y [image: ]son términos independientes. En cada una de las inecuaciones, por lo menos uno de los coeficientes de las incógnitas es diferente de cero. Resolver un sistema de este tipo es obtener el semiplano solución de las dos desigualdades e identificar su intersección.


  Obtener la solución de un sistema de este tipo supone obtener el hiperplano solución de cada una de las inecuaciones que lo forman y determinar la intersección de todos ellos.


  La solución de un sistema de [image: ]inecuaciones lineales con dos incógnitas es siempre un conjunto convexo. Se llama conjunto convexo a una región del plano tal que para dos puntos cualesquiera de la misma, el segmento que los une está íntegramente contenido en dicha región. Como casos particulares, un conjunto convexo puede quedar reducido a una recta, a una semirrecta, a un segmento, a un punto o al conjunto vacío.


  Los segmentos que delimitan un conjunto convexo se llaman bordes o lados y, la intersección de ellos, vértices. Los vértices y puntos de los lados que pertenezcan a la solución del sistema de inecuaciones se denominan puntos extremos. Un conjunto convexo puede ser cerrado o abierto respecto a cada lado o vértice según se incluya éste o no en la solución. Puede ser acotado o no acotado según su área sea o no finita.


  Ejemplos.


  Resolver los siguientes sistemas de dos inecuaciones lineales con dos incógnitas.


  1) [image: ]


  Solución.


  Convirtiendo a igualdad la primera inecuación: [image: ]


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Para representar gráficamente la solución de la primera inecuación se elige un punto que no esté en la recta y se comprueba si verifica o no la desigualdad. Por ejemplo, tomando el punto [image: ]se aprecia que cumple la inecuación ya que al sustituir se obtiene [image: ]. Esto significa que la región que incluye a ese punto es solución de esta desigualdad.


  Convirtiendo a igualdad la segunda inecuación: [image: ]


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Para representar gráficamente la solución de la segunda inecuación se elige un punto que no esté en la recta y se comprueba si verifica o no la desigualdad. Por ejemplo, tomando el punto [image: ]se observa que cumple la inecuación ya que al sustituir se obtiene [image: ]. Esto significa que la región que incluye a ese punto es solución de esta desigualdad.


  El conjunto solución es la intersección de las dos regiones, formando el semiplano sombreado.


  
    [image: ]
  


  



  2) [image: ]


  Solución.


  Convirtiendo a igualdad la primera inecuación: [image: ]


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Se elige un punto que no esté en la recta para verificar si cumple o no la desigualdad. Por ejemplo, tomando al punto [image: ]se tiene que [image: ], esto es, cumple la inecuación, por lo que la región que incluye a ese punto es solución de esta desigualdad.


  Convirtiendo a igualdad la segunda inecuación: [image: ]


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Se elige un punto que no esté en la recta para verificar si cumple o no la desigualdad. Por ejemplo, tomando al punto [image: ]se tiene que [image: ], esto es, cumple la inecuación, por lo que la región que incluye a ese punto es solución de esta desigualdad.


  El conjunto solución es la intersección de las dos regiones, formando el semiplano sombreado.


  
    [image: ]
  


  



  3) [image: ]


  Solución.


  Convirtiendo a igualdad la primera inecuación: [image: ]


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Se elige un punto que no esté en la recta para verificar si cumple o no la desigualdad. Por ejemplo, tomando al punto [image: ]se tiene que [image: ], esto es, no cumple la inecuación, por lo que la región que no incluye a ese punto es solución de esta desigualdad.


  Convirtiendo a igualdad la segunda inecuación: [image: ]


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Se elige un punto que no esté en la recta para verificar si cumple o no la desigualdad. Por ejemplo, tomando al punto [image: ]se tiene que [image: ], esto es, no cumple la inecuación, por lo que la región que no incluye a ese punto es solución de esta desigualdad.


  El conjunto solución es la intersección de las dos regiones, formando el semiplano sombreado.


  
    [image: ]
  


  



  4) [image: ]


  Solución.


  Acomodando:


  [image: ]



  Convirtiendo a igualdad la primera inecuación: [image: ]


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Se elige un punto que no esté en la recta para verificar si cumple o no la desigualdad. Por ejemplo, tomando al punto [image: ]se tiene que [image: ], esto es, cumple la inecuación, por lo que la región que incluye a ese punto es solución de esta desigualdad.


  Convirtiendo a igualdad la segunda inecuación: [image: ]


  Si [image: ]


  Si [image: ]


  la recta pasa por los puntos [image: ]y [image: ]


  Se elige un punto que no esté en la recta para verificar si cumple o no la desigualdad. Por ejemplo, tomando al punto [image: ]se tiene que [image: ], esto es, no cumple la inecuación, por lo que la región que no incluye a ese punto es solución de esta desigualdad.


  El conjunto solución es la intersección de las dos regiones, formando el semiplano sombreado.


  
    [image: ]
  


  



  VIII.5 MÉTODOS DE SOLUCIÓN DE SISTEMAS DE TRES ECUACIONES Y TRES INCÓGNITAS


  Un sistema de tres ecuaciones lineales con incógnitas [image: ], [image: ]y [image: ], también llamado ecuaciones simultáneas de tres por tres es de la forma:


  
    [image: ]
  


  donde [image: ]son coeficientes reales y [image: ]son términos independientes. Resolver un sistema de este tipo es encontrar la terna de números [image: ]y [image: ]que satisfacen las tres ecuaciones, si existen.


  Aquí se expondrán dos métodos para resolver sistemas de ecuaciones:


  
    	Reducción (método de eliminación de Gauss)


    	Determinantes (Regla de Cramer)

  


  


  VIII.5.1 MÉTODO DE ELIMINACIÓN DE GAUSS


  El método reducción para la resolución de sistemas lineales es una generalización del método de eliminación expuesto en el subtema VIII.2.2 y es aplicable a sistemas lineales de cualquier tamaño. En esencia consiste en hacer, al sistema de ecuaciones lineales, determinadas transformaciones elementales a fin de obtener un sistema escalonado (un sistema es escalonado cuando cada ecuación tiene una incógnita menos que la anterior), más fácil de resolver.


  La idea del método es muy simple: ir reduciendo en cada paso el problema a un problema que tiene una ecuación menos y una incógnita menos. Este método es mejor conocido como método de eliminación de Gauss1.


  El procedimiento es el siguiente:


  
    	Tomando como base el signo de una de las incógnitas de una ecuación, se procura que en las otras dos ecuaciones esa incógnita tenga la misma magnitud y signo contrario, para que al sumarlas miembro a miembro se elimine dicha incógnita, dando lugar a que en todas las ecuaciones desaparezca, excepto en una.


    	Se procura que otra de las incógnitas tenga el mismo coeficiente en cualquiera de las dos ecuaciones reducidas para que, al sumarlas miembro a miembro, se elimine dicha incógnita, dando lugar a una ecuación con sólo la tercera incógnita, misma que se despeja.


    	Con un valor conocido, se sustituye en la ecuación reducida para obtener el valor de otra incógnita a través de un despeje.


    	Con los valores de dos incógnitas se sustituye en la ecuación que no fue reducida, y mediante un despeje se obtiene el valor faltante.

  


  Ejemplo.


  Resolver los siguientes sistemas aplicando el método de eliminación de Gauss.


  1) [image: ]


  Solución.


  La primera ecuación se multiplica por [image: ]y se suma a la segunda. La primera ecuación se multiplica por [image: ]y se suma a la tercera:


  [image: ]



  la segunda ecuación se multiplica por 7y se suma a la tercera:


  [image: ]



  de la tercera ecuación se despeja [image: ]: [image: ]


  se sustituye este valor en la segunda ecuación y se despeja [image: ]:


  [image: ]



  estos valores, se sustituyen en la primera ecuación y se despeja [image: ]:


  [image: ]



  Por lo tanto la solución del sistema es: [image: ]


  Comprobación: [image: ]


  



  2) [image: ]


  Solución.


  La primera ecuación se multiplica por -2y se suma a la segunda. La primera ecuación se multiplica por 1y se suma a la tercera:


  [image: ]



  la tercera ecuación se multiplica por 2y se suma a la segunda:


  [image: ]



  de la segunda ecuación se despeja [image: ]: [image: ]


  se sustituye este valor en la tercera ecuación y se despeja [image: ]:


  [image: ]



  estos valores, se sustituyen en la primera ecuación y se despeja [image: ]:


  [image: ]

  



  Por lo tanto la solución del sistema es: [image: ]


  Comprobación: [image: ]


  



  3) [image: ]


  Solución.


  La primera ecuación se multiplica por -4y se suma a la segunda. La primera ecuación se multiplica por 3y se suma a la tercera:


  [image: ]



  la tercera ecuación se divide por 7:


  [image: ]



  la tercera ecuación se multiplica por 11y se suma a la segunda:


  [image: ]



  de la segunda ecuación se despeja [image: ]: [image: ]


  se sustituye este valor en la tercera ecuación y se despeja [image: ]:


  [image: ]



  estos valores, se sustituyen en la primera ecuación y se despeja [image: ]:


  [image: ]



  Por lo tanto la solución del sistema es: [image: ]


  Comprobación: [image: ]


  


  VIII.5.2 MÉTODO DE DETERMINANTES (REGLA DE CRAMER)


  Dado un arreglo de números de la forma: [image: ], su determinante:


  
    [image: ]
  


  denotado por [image: ], es el resultado de la operación:


  
    [image: ]
  


  Si al determinante se le agregan los dos primeros renglones y se efectúan los productos que indican las flechas se tiene que:


  
    [image: ]
  


  el determinante puede obtenerse calculando la diferencia de la suma de productos en la dirección hacia abajo menos la suma de productos en la dirección hacia arriba. Es decir, representa el producto de números que conforman su diagonal principal (la que se dirige hacia abajo) y sus dos paralelas menos el producto de números que conforman su diagonal secundaria (la que se dirige hacia arriba) y sus dos paralelas.


  Ejemplos.


  Aplicando la fórmula, calcular los siguientes determinantes:


  1) [image: ]

   [image: ]


  2) [image: ]

   [image: ]


  3) [image: ]

  [image: ]


  4) [image: ]

   [image: ]


  Dado un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas de la forma:


  
    [image: ]
  


  
    	El determinante del Sistema [image: ]es el determinante del arreglo formado por los coeficientes de las incógnitas.


    	El determinante de cualquier incógnita es el que se obtiene sustituyendo en el arreglo del sistema la columna de los coeficientes de esa incógnita por la columna de los términos independientes.

  


  La Regla de Cramer establece que dado un sistema de ecuaciones lineales cuyos términos independientes no son cero, el valor de cada incógnita se obtiene dividiendo el determinante de la incógnita por el determinante del sistema. Esto es:


  [image: ];  [image: ];  [image: ]


  Cuando el determinante [image: ]es cero, entonces el sistema es incompatible.


  Ejemplo.


  Obtener la solución de los siguientes sistemas aplicando la Regla de Cramer:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  

  [image: ]

  [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]

   [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]

  [image: ]

  

  [image: ]

  



  Por lo tanto la solución del sistema es: [image: ]


  Comprobación: [image: ]


  



  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

   [image: ]

  

  [image: ]

  [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]

  [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]

  [image: ]

  

  [image: ]

  



  Por lo tanto la solución del sistema es: [image: ]


  Comprobación: [image: ]


  



  3) [image: ]


  Solución.


  [image: ]

  [image: ]

  

  [image: ]

   [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]

   [image: ]

  

  [image: ]

  

  [image: ]

   [image: ]

  

  [image: ]

  



  Por lo tanto la solución del sistema es: [image: ]


  Comprobación: [image: ]


  


  VIII.6 SISTEMAS CON UNA ECUACIÓN DE PRIMER GRADO Y UNA ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO EN DOS VARIABLES


  La ecuación general de primer grado en dos variables es [image: ], donde [image: ]son coeficientes reales. Geométricamente determina una recta.


  La ecuación general de segundo grado en dos variables es [image: ], donde [image: ]son coeficientes reales. Geométricamente, por lo general, determina una curva.


  Un sistema de una ecuación de primer grado y una ecuación de segundo grado en dos variables es de la forma:


  
    [image: ]
  


  Algebraicamente, el procedimiento general consiste en despejar de ambas ecuaciones la misma variable, igualar con el objeto de resolver para la otra. Una vez obtenido cada valor, se sustituye en cualquiera de las ecuaciones despejadas para encontrar su pareja correspondiente.


  Gráficamente, su solución está dada por la intersección de las gráficas. Se pueden tener tres casos:


  
    	Si la recta corta a la curva, lo hace dos veces por lo que se tendrán dos puntos de intersección


    	Si la recta es tangente a la curva, entonces sólo se tendrá un punto solución.


    	Si la recta no corta a la curva, no tiene soluciones reales.

  


  Ejemplos.


  Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:


  1) [image: ]


  Solución:


  Despejando [image: ]de la primera ecuación:


  [image: ]



  despejando [image: ]de la segunda ecuación:


  [image: ]



  igualando ambas expresiones:


  [image: ]



  resolviendo por factorización se tiene:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  evaluando en la primera ecuación despejada:


  [image: ]

  [image: ]



  Por lo tanto, la solución son los puntos [image: ]y [image: ]


  Tabulación:


  [image: ]

  

  [image: ]

  



  2) [image: ]


  Solución:


  Despejando [image: ]de la primera ecuación:


  [image: ]



  despejando [image: ]de la segunda ecuación:


  [image: ]



  igualando ambas expresiones:


  [image: ]



  elevando al cuadrado:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  sustituyendo en la fórmula general de segundo grado:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  evaluando en la primera ecuación despejada:


  [image: ]

  [image: ]



  Por lo tanto, la solución son los puntos:


  [image: ]y

  [image: ]


  que aproximadamente son:


  [image: ]y [image: ]


  Tabulación:


  [image: ]

  

  [image: ]

  



  3) [image: ]


  Solución:


  Despejando [image: ]de la primera ecuación:


  [image: ]



  despejando [image: ]de la segunda ecuación:


  [image: ]



  igualando ambas expresiones:


  [image: ]



  elevando al cuadrado:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  evaluando en la primera ecuación despejada:


  [image: ]



  Por lo tanto, la solución es el punto [image: ].


  Tabulación:


  [image: ]

  

  [image: ]

  



  4) [image: ]


  Solución:


  Despejando [image: ]de la primera ecuación:


  [image: ]



  despejando [image: ]de la segunda ecuación:


  [image: ]



  igualando ambas expresiones:


  [image: ]



  elevando al cuadrado:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  sustituyendo en la fórmula general de segundo grado:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  evaluando en la primera ecuación despejada:


  [image: ]

  [image: ]



  Por lo tanto, la solución son los puntos:


  [image: ]y

  [image: ]


  que aproximadamente son:


  [image: ]y [image: ]


  Tabulación:


  [image: ]

  

  [image: ]

  



  5) [image: ]


  Solución:


  Despejando [image: ]de la primera ecuación:


  [image: ]



  despejando [image: ]de la segunda ecuación:


  [image: ]



  igualando ambas expresiones:


  [image: ]



  elevando al cuadrado:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  dividiendo por [image: ]:


  [image: ]



  factorizando se tiene:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  evaluando en la primera ecuación despejada:


  [image: ]

  [image: ]



  Por lo tanto, la solución son los puntos [image: ]y [image: ]


  Tabulación:


  [image: ]

  

  [image: ]

  



  6) [image: ]


  Solución:


  Despejando [image: ]de la primera ecuación:


  [image: ]



  despejando [image: ]de la segunda ecuación:


  [image: ]



  igualando ambas expresiones:


  [image: ]



  elevando al cuadrado:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]



  resolviendo por fórmula general:


  [image: ]



  Sustituyendo en la fórmula general se tiene:


  [image: ]



  Como el discriminante es negativo, no hay solución en los números reales.


  Tabulación:


  [image: ]

  

  [image: ]

  



  


  VIII.7 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) ¿Qué es un sistema de ecuaciones?


  2) ¿Cómo se clasifican los sistemas de ecuaciones?


  3) Establecer un sistema general de dos ecuaciones con dos incógnitas.


  4) Explicar detalladamente el método de resolución por igualación para un sistema de ecuaciones de segundo orden.


  
    	Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones por igualación:

  


  5) [image: ]

  6) [image: ]

  7) [image: ]

  8) Exponer con detalle el método de resolución por eliminación para un sistema de ecuaciones de segundo orden.


  
    	Encontrar la solución, si la hay, de los siguientes sistemas de ecuaciones por eliminación:

  


  9) [image: ]

  10) [image: ]

  11) [image: ]

  12) Explicar detalladamente el método de resolución por sustitución para un sistema de ecuaciones de segundo orden.


  
    	Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones por sustitución:

  


  13) [image: ]

  14) [image: ]

  15) [image: ]


  
    	Resolver los siguientes determinantes:

  


  16) [image: ]

  17) [image: ]

  18) Explicar la regla de Cramer para sistemas de dos ecuaciones con dos incógnitas.


  
    	Encontrar la solución, si la hay, de los siguientes sistemas de ecuaciones por determinantes:

  


  19) [image: ]

  20) [image: ]

  21) [image: ]

  22) Explicar el método gráfico para resolver sistemas ecuaciones de segundo orden.


  
    	Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones por el método gráfico:

  


  23) [image: ]

  24) [image: ]

  25) [image: ]

  26) ¿La diferencia de dos números es 28y su suma es 82, cuáles son los números?

  27) Karen tiene 26pesos en monedas de 1y de 5pesos. Si tiene un total de diez monedas, ¿cuántas monedas tiene de cada una?

  28) El doble de la edad de Nancy excede en 13 años a la de Verónica, y el doble de la edad de Verónica excede en 29 años a la edad de Nancy. Hallar ambas edades.

  29) En una tienda, se venden dos tipos de chocolates: los de barra valen 3pesos y los de moneda, cuestan 7pesos. Si Jorge adquirió 34chocolates y se gastó 174pesos, ¿cuantos compró de cada tipo?

  30) En un río, en una hora una persona rema [image: ] si está a favor de la corriente y [image: ]si está en contra. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad del río.

  31) ¿Cómo se define un sistema de inecuaciones lineales con una incógnita?

  32) Explicar los cuatro casos posibles cuando se intenta resolver un sistema de inecuaciones lineales con una incógnita.


  
    	Resolver y graficar los siguientes sistemas de inecuaciones con una incógnita.

  


  33) [image: ]

  34) [image: ]

  35) [image: ]

  36) [image: ]

  37) Establecer un sistema general de dos inecuaciones lineales con dos incógnitas.

  38) ¿Como se interpreta la solución de un sistema de dos inecuaciones lineales con dos incógnitas?


  
    	Resolver los siguientes sistemas de dos inecuaciones lineales con dos incógnitas.

  


  39) [image: ]

  40) [image: ]

  41) [image: ]

  42) [image: ]

  43) Establecer un sistema general de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas.

  44) Exponer el método de eliminación de Gauss para sistemas de tres ecuaciones con tres incógnitas.


  
    	Aplicando el método de eliminación de Gauss, obtener el valor de las incógnitas de los siguientes sistemas:

  


  45) [image: ]

  46) [image: ]


  
    	Resolver los siguientes determinantes:

  


  47) [image: ]

  48) [image: ]

  49) Explicar la regla de Cramer para sistemas de tres ecuaciones con tres incógnitas.


  
    	Aplicando la regla de Cramer, obtener el valor de las incógnitas de los siguientes sistemas:

  


  50) [image: ]

  51) [image: ]

  52) Establecer un sistema de una ecuación de primer grado con una ecuación de segundo grado en dos variables.

  53) Explicar el procedimiento para resolver un sistema de una ecuación de primer grado con una ecuación de segundo grado en dos variables.


  
    	Resolver analíticamente y gráficamente los siguientes sistemas de ecuaciones:

  


  54) [image: ]

  55) [image: ]

  56) [image: ]

  57) [image: ]


  


  1El nombre es un reconocimiento al matemático Carl Friedrich Gauss (1777-1855) quien desarrolló el método.[regresar]
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